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第九章 多变量函数微分学

9.1 多变量函数及其连续性

9.1.1 证明：(A�B)c = Ac�Bc�(A�B)c = Ac�Bc.

证明: 把 R2 划分为不相交的 4 个集合：A�B�Ac�B�Ac�Bc�A�Bc，且 (A�B)�(Ac�B)�(Ac�Bc)�(A�Bc) = R2

则 (A�B)c = (Ac�B)�(Ac�Bc)�(A�Bc) = Ac�Bc，(A�B)c = ((A�B)�(Ac�B)�(A�Bc))c = Ac�Bc

9.1.2 证明：两个开集的交集和并集仍是开集，两个闭集的交集和并集仍是闭集.

证明: 设 A,B ∈ R2 为开集，则 ∀P ∈ A�∃rPA�0，使 B(P, rPA) ⊂ A�∀P ∈ B�∃rPB �0，使 B(P, rPB) ⊂ B.
∀P ∈ A�B� 取 rP,A�B = min{rPA, rPB}�0，使 B(P, rP,A�B) ∈ A�B =⇒ 两个开集的交集仍是开集.
∀P ∈ A�B� 取 rP,A�B = min{rPA, rPB}�0，使 B(P, rP,A�B) ∈ A�B =⇒ 两个开集的并集仍是开集.
设 A,B ∈ R2 为闭集，则 Ac, Bc 为开集，由上一题知 (A�B)c = Ac�Bc�(A�B)c = Ac�Bc，且

Ac�Bc, Ac�Bc 均为开集，于是 A�B,A�B 均为闭集

9.1.3 证明满足 y > ax+ b 的所有点 (x, y) 是一个开集，在坐标轴上画出它的范围，并求它的边界点应

满足的关系.

证明: 在 R2 上，满足 y�ax + b 的点 P (x, y) 到直线 l : y = ax + b 的距离为：dP = |y−ax+b|√
a2+1

，设

D = {(x, y)|y�ax+ b}
∀P ∈ D，取 rP ∈ (0, dP )，则 B(P, dP ) ∈ D =⇒ D 为开集.
边界点 Q(x, y) 满足：∀r�0�B(Q, r)�D 6= ∅�B(Q, r)�Dc 6= ∅，则边界点在直线 l : y = ax + b 上，边

界点的全体为 {(x, y)|y = ax+ b}

9.1.4 设 limn→∞Mn =M0�limn→∞M
′
n =M ′

0，求证：limn→∞ρ(Mn,M
′
n) = ρ(M0,M

′
0).

证明: 设 Mn = (xn, yn)�M0 = (x0, y0)�M ′
n = (x′n, y

′
n)�M ′

0 = (x′0, y
′
0). 则 limn→∞xn = x0�limn→∞yn =

y0�limn→∞x
′
n = x′0�limn→∞y

′
n = y′0，则 limn→∞ρ(Mn,M

′
n) = limn→∞

√
(xn − x′n)

2 + (yn − y′n)
2 =√

(x0 − x′0)
2 + (y0 − y′0)

2 = ρ(M0,M
′
0)

9.1.10 设 f(x, y) = 2xy
x2+y2，求 f(1, 1), f(y, x), f(1, yx ), f(u, v), f(cos t, sin t).

解: f(1, 1) = 1�f(y, x) = 2xy
x2+y2 �f(1, yx ) =

2xy
x2+y2 �f(u, v) = 2uv

u2+v2 �f(cos t, sin t) = sin(2t)f(cos t, sin t)

9.1.12 设 f(x+ y, yx ) = x2 − y2(x 6= 0)，求 f(2, 3), f(x, y).

解: 令

 x+ y = 2

y
x = 3

，解得

 x = 1
2

y = 3
2

，于是 f(2, 3) = −2

令

 x = u+ v

y = u
v

(v 6= 0)，解得

 u = xy
y+1

v = x
y+1

则：f(x, y) = f(u+ v, uv ) = u2 − v2 = x2(y−1)
y+1
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9.1.14 判断下列各题极限是否存在，若有极限，求出其极限：

(5)

lim
x→0
y→0

x3 + y3

x2 + y2

解:

∀ε > 0�∃δ = ε

2
> 0�∀(x, y)�x2 + y2 = ρ2 ∈ (0, δ)�

∣∣∣∣x3 + y3

x2 + y2

∣∣∣∣ ⩽ 2ρ3

ρ2
< ε

=⇒ lim
x→0
y→0

x3 + y3

x2 + y2
= 0

(7)
lim

x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)e−(x+y)

解:

x, y > 0�0 < (x2 + y2)e−(x+y) <
x2 + y2

1 + x+ y + (x+y)2

2 + (x+y)3

6

< 6
x2 + y2

x3 + y3
⩽ 12

x+ y

又：

lim
x→+∞
y→+∞

12

x+ y
= 0

=⇒ lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)e−(x+y) = 0

(10)

lim
x→0
y→0

√
xy + 1− 1

x+ y

解: 令 y = mx2 − x�m 6= 0，则

lim
x→0

√
mx3 − x2 + 1− 1

mx2
= lim
x→0

mx3 − x2

2mx2
=

−1

2m

则 m 取不同值时，极限值不同，因此 (0, 0) 处极限不存在

9.1.17 研究下列函数的连续性：

(2)

f(x, y) =


x sin 1

y
, y 6= 0

0, y = 0

解: 显然 f(x, y) 在满足 y 6= 0 的点上都是连续，下考虑在点 (x0, 0) 的极限：

当 x0 6= 0 时，取 x = x0，由 lim
y→0

x0 sin 1
y 不存在，所以在 (x0, 0) 处极限不存在

当 x0 = 0 时，取 y = x，则 lim
x→0

x sin 1
x = 1 6= f(0, 0)

因此，f(x, y) 在满足 y 6= 0 的点连续，在满足 y = 0 的点不连续

(3)

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

3



第九章 多变量函数微分学 数学分析 B2 笔记 John 吴

解: f(x, y) 在 (x, y) 6= (0, 0) 的点上连续，则只需考虑 (0,0) 处的连续性.∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ⩽ x2|y|
2|xy|

=
|x|
2

� lim
x→0
y→0

|x|
2

= 0

=⇒ lim
x→0
y→0

f(x, y) = 0 = f(0, 0)

因此 f(x, y) 在 R2 上连续

9.1.18 证明函数

f(x, y) =


x2y

x4 + y2
, x2 + y2 > 0

0, x2 + y2 = 0

在点 (0, 0) 沿着过此点的每一射线 x = t cosα�y = t sinα�(0 ⩽ t < +∞) 连续，即 lim
t→0

f(t cosα, t sinα) =
f(0, 0). 但此函数在点 (0, 0) 并不连续.

证明:

lim
t→0

f(t cosα, t sinα) = lim
t→0

t cos2 α sinα
t4 cos4 α+ sin2α

= 0 = f(0, 0)

取 y = x2 上的点，则 f(x, x2) =


1

2
, x 6= 0

0, x = 0

，因此在 (0,0) 处不连续

9.1.22 设 f(x, y) 在 (x0, y0) 处连续，x = x(u, v)�y = y(u, v) 在 (u0.v0) 处连续. 用 ε− δ 语言证明复合

函数 f(x(u, v), y(u, v)) 在 (u0.v0) 处连续.

证明:
∀ε > 0�∃δ > 0��∀(x, y) : d((x, y), (x0, y0)) < δ����|f(x, y)− f(x), y0)| < ε

��δ > 0�∃δ′ > 0��∀(u, v) : d((u, v), (u0, v0)) < δ′����|x(u, v)− x(u0, v0)| <
δ

2

��δ > 0�∃δ′′ > 0��∀(u, v) : d((u, v), (u0, v0)) < δ′����|y(u, v)− y(u0, v0)| <
δ

2

δ0 = min{δ′, δ′′}, ∀ε > 0, ∃δ0 > 0�∀(u, v) : d((u, v), (u0, v0)) < δ0,

|f(x(u, v), y(u, v))− f(x(u0, v0), y(u0, v0))| < ε. 即为 f(x(u, v), y(u, v)) 在 (u0.v0) 处连续.

9.2 多变量函数的微分

9.2.1 Jacobi 矩阵与一阶微分形式不变性

定义 9.1: Jacobi 矩阵
设映射 Φ : (x1, x2, · · · , xm) 7→ (f1, f2, · · · , fn)，假设映射都是可微的，那么，记矩阵

J(Φ) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xm

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xm

...
... . . . ...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xm


为映射 Φ 的 Jacobi 矩阵。
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特别地，当 m = n 时，可以定义映射 Φ 的 Jacobi 行列式：

∂(1, f2, · · · , fm)

∂(x1, x2, · · · , xm)
= detJ(Φ)

推论 9.1: Jacobi 矩阵与微分
设映射：Φ : (x1, x2, · · · , xm) 7→ (f1, f2, · · · , fn)，假设映射都是可微的，那么，映射的微分在形式上

可以写成： 
df1
df2
...

dfn

 =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xm

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xm

...
... . . . ...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xm




dx1
dx2
...

dxm


记 df = (df1, df2, · · · , dfn)T , dx = (dx1, dx2, · · · , dxm)

T
，于是可以记为：

df = J (Φ) dx

定理 9.1: 复合映射与 Jacobi 矩阵乘法
设复合映射：(x1, x2, · · · , xm)

Φ−→ (u1, u2, · · · , um)
Ψ−→ (f1, f2, · · · , fp)，假设映射都是可微的，那么：

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xm

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xm

...
... . . . ...

∂fp
∂x1

∂fp
∂x2

· · · ∂fp
∂xm

 =


∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

· · · ∂f1
∂un

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

· · · ∂f2
∂un

...
... . . . ...

∂fp
∂u1

∂fp
∂u2

· · · ∂fp
∂un




∂u1

∂x1

∂u1

∂x2
· · · ∂u1

∂xm

∂u2

∂x1

∂u2

∂x2
· · · ∂u2

∂xm

...
... . . . ...

∂un

∂x1

∂un

∂x2
· · · ∂un

∂xm


也即：

J (Ψ ◦ Φ) = J (Ψ)J (Φ)

推论 9.2: 复合映射的微分与 Jacobi 矩阵
设复合映射：(x1, x2, · · · , xm)

Φ−→ (u1, u2, · · · , um)
Ψ−→ (f1, f2, · · · , fp)，假设映射都是可微的，那么：

J (Ψ) du = df = J(Ψ ◦ Φ)dx = J(Ψ)J(Φ)dx

也即：一阶微分具有形式不变性。

由 Binet-Cauchy 公式，易知：当 m = n = p 时，有等式：

∂(f1, f2, · · · , fm)

∂(x1, x2, · · · , xm)
=
∂(f1, f2, · · · , fm)

∂(u1, u2, · · · , um)

∂(u1, u2, · · · , um)

∂(x1, x2, · · · , xm)

定理 9.2: 坐标变换与 Jacobi 行列式
设映射：Φ : (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 7→ (x1, x2, · · · , xn)，于是 Rn 中的 n 维有向体积元为：

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn =
∂(x1, x2, · · · , xn)
∂(ξ1, ξ2, · · · , ξn)

dξ1 ∧ dξ2 ∧ · · · ∧ dξn

定理 9.3: 隐函数的微分
设函数族：{fi(x1, x2, · · · , xm, y1, y2, · · · , yn), i = 1, 2, · · · , p}，假设在某一个局部区域上，上述函数

组可微。假设方程组 {fi = 0|1 ⩽ i ⩽ p} 决定了隐函数族 {yi(x1, x2, · · · , xm), i = 1, 2, · · · , n}，于是，对
xi, i = 1, 2, · · · ,m 求偏导数得：

∂fi
∂xj

+

n∑
k=1

∂fi
∂yk

∂yk
∂xj

= 0, i = 1, 2, · · · , p, j = 1, 2, · · · ,m

5
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⇐⇒


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xm

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xm

...
... . . . ...

∂fp
∂x1

∂fp
∂x2

· · · ∂fp
∂xm

+


∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

· · · ∂f1
∂yn

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

· · · ∂f2
∂yn

...
... . . . ...

∂fp
∂y1

∂fp
∂y2

· · · ∂fp
∂yn




∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xm

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xm

...
... . . . ...

∂yn
∂x1

∂yn
∂x2

· · · ∂yn
∂xm

 = 0

由线性方程组解的结构知，矩阵方程 AX +B = 0, A ∈ Fp×n 的解的情况是：
rank

(
A B

)
> rankA, 无解

rank
(
A B

)
= rankA = n, 有唯一解

rank
(
A B

)
= rankA, 有无穷个解

由假设，我们仅考虑 ∗ 方程族唯一解的情况。此时，不妨设 p = n，于是：
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xm

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xm

...
... . . . ...

∂yn
∂x1

∂yn
∂x2

· · · ∂yn
∂xm

 = −


∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

· · · ∂f1
∂yn

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

· · · ∂f2
∂yn

...
... . . . ...

∂fp
∂y1

∂fp
∂y2

· · · ∂fp
∂yn


−1

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xm

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xm

...
... . . . ...

∂fp
∂x1

∂fp
∂x2

· · · ∂fp
∂xm


此时，解存在且唯一的充要条件是 ∂(f1,f2,··· ,fn)

∂(y1,y2,··· ,yn) 6= 0 在题设区域中成立。

9.2.1(2) 设 f(x, y) = sinx2y，求 f ′x(1, π).

解:
f ′x(1, π) = 2x cosx2y

∣∣
(1,π)

= −2

9.2.2 求下列各函数对于每个自变量的偏微商

(6) u = ex(x
2+y2+z2)

解:
∂u

∂x
= (3x2 + y2 + z2)ex(x

2+y2+z2)

∂u

∂y
= 2xyex(x

2+y2+z2)

∂u

∂z
= 2xzex(x

2+y2+z2)

(8) u = xe−z + ln(x+ ln y) + z

解:
∂u

∂x
= e−z +

1

x+ ln y

∂u

∂y
=

1

xy + y ln y

∂u

∂z
= −xe−z + 1

9.2.3 设 f(x, y) =
� x2y

1
sin t
t dt，求 ∂f

∂x ,
∂f
∂y .

解:
∂f

∂x
=

2 sinx2y
x

∂f

∂y
=

sinx2y
y

6
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9.2.4 设 f(x, y) =


y sin 1

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0

0, x2 + y2 = 0

，考察函数 f(x, y) 在原点 (0, 0) 的偏导数.

解:
∂f

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
x→0

f(x, 0)

x
= 0

∂f

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
y→0

f(0, y)

y
= lim
y→0

sin 1

y2
����

9.2.5 证明函数 z =
√
x2 + y2 在点 (0, 0) 连续但偏导数不存在.

证明:
lim

(x,y)→(0,0)
z = lim

ρ→0+
ρ = 0 =⇒ z������

lim
x→0+

z

x
= 1 6= −1 = lim

x→0−

z

x
=⇒ ��x�������

lim
y→0+

z

y
= 1 6= −1 = lim

y→0−

z

y
=⇒ ��y�������

9.2.9 在下列各题中，求 ∂2z
∂x2 ,

∂2z
∂x∂y ,

∂2z
∂y2 .

(3) z = ln (x+
√
x2 + y2)

解:
∂z

∂x
=

1√
x2 + y2

,
∂z

∂y
=

1

y
− x

y
√
x2 + y2

∂2z

∂x2
= − x

(x2 + y2)
3
2

,
∂2z

∂x∂y
= − y

(x2 + y2)
3
2

,
∂2z

∂y2
=

x3 + 2xy2

y2(x2 + y2)
3
2

− 1

y2

(5) z = ylnx

解:
∂z

∂x
= xln y−1 ln y, ∂z

∂y
= yln x−1 lnx

∂2z

∂x2
=
eln x ln y

x2
(ln y − 1) ln y, ∂

2z

∂x∂y
= (1 + lnx ln y)e

ln x ln y

xy
,
∂2z

∂y2
=
eln x ln y

y2
(lnx− 1) lnx

9.2.10 设 u = exyz，求 ∂3u
∂x∂y∂z ,

∂3u
∂x∂y2 .

解:
∂u

∂z
= xyexyz,

∂u

∂y
= xzexyz

∂2u

∂y∂z
= xexyz(1 + xyz),

∂2u

∂y2
= x2z2exyz

∂3u

∂x∂y∂z
= (1 + 3xyz + x2y2z2)exyz,

∂3u

∂x∂y2
= xz2(2 + xyz)exyz

7
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9.2.11 设 r =
√
x2 + y2 + z2，证明当 r 6= 0 时有：

(1) ∂2r
∂x2 + ∂2r

∂y2 + ∂2r
∂z2 = 2

r

证明:
∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2
+
∂2r

∂z2
=
∑
cyc

∂

∂x

x√
x2 + y2 + z2

=
∑
cyc

y2 + z2

r3
=

2

r

(2) ∂2 ln r
∂x2 + ∂2 ln r

∂y2 + ∂2 ln r
∂z2 = 1

r2

证明:
∂2 ln r
∂x2

+
∂2 ln r
∂y2

+
∂2 ln r
∂z2

=
∑
cyc

∂

∂x

x

x2 + y2 + z2
=
∑
cyc

y2 + z2 − x2

r4
=

1

r2

(3) ∂2

∂x2
1
r +

∂2

∂y2
1
r +

∂2

∂z2
1
r = 0

证明:
∂2

∂x2
1

r
+

∂2

∂y2
1

r
+

∂2

∂z2
1

r
=
∑
cyc

∂

∂x

−x
(x2 + y2 + z2)

3
2

=
∑
cyc

(
3x2

r2
− 1) = 0

9.2.12 设

f(x, y) =


xy
x2 − y2

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0

0, x2 + y2 = 0

证明函数的二阶偏导数存在，但所有二阶偏导数（特别是两个混合偏导数）在 (0, 0)不连续，且 f ′′xy(0, 0) 6=
f ′′yx(0, 0)（这个例子说明，在函数在一点分别对 x, y 求导的次序不能交换，其原因时不连续引起的）.

证明:
∂f

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
x→0

f(x, 0)

x
= 0,

∂f

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
y→0

f(0, y)

y
= 0

当 (x, y) 6= (0, 0) 时：

∂f

∂x
=
x4y − y5 + 4x2y3

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
=
x5 − 4x3y2 − xy4

(x2 + y2)2

∂2f

∂x2
=

4xy3(3y2 − x2)

(x2 + y2)3
,
∂2f

∂y2
=

4x3y(y2 − 3x2)

(x2 + y2)3

∂2f

∂y∂x
=

(x2 − y2)(x4 + 10x2y2 + y4)

(x2 + y2)3
,
∂2f

∂x∂y
=

(x2 − y2)(x4 + 10x2y2 + y4)

(x2 + y2)3

在 (0, 0) 处：

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
x→0

0

x
= 0,

∂2f

∂y2

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
y→0

0

y
= 0,

∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
x→0

x5

x4

x
= 1,

∂2f

∂y∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
y→0

−y5
y4

y
= −1

则 f ′′xy(0, 0) 6= f ′′yx(0, 0)，接下来再证明 (0, 0) 处所有二阶导不连续：取 y = kx，则：

lim
x→0

∂2f

∂x2
=

4k3(3k2 − 1)

(k2 + 1)3

lim
x→0

∂2f

∂y2
=

4k(k2 − 3)

(k2 + 1)3

lim
x→0

∂2f

∂x∂y
=

(1− k2)(k4 + 10k2 + 1)

(k2 + 1)3

lim
x→0

∂2f

∂y∂x
=

(1− k2)(k4 + 10k2 + 1)

(k2 + 1)3

均与 k 的取值有关，因此 (0, 0) 处不连续.

8
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9.2.14 设 f 和 g 是两个可微函数，利用微分的定义和定理 9.14，

证明: d(fg) = gdf + fdg.

证明: 设 (x, y) 处 df(∆x,∆y) = a1∆x+ b1∆y�dg(∆x,∆y) = a2∆x+ b2∆y.

f(x+∆x, y +∆y)g(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)g(x, y)

= f(x+∆x, y +∆y)(g(x+∆x, y +∆y)− g(x, y)) + (f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y))g(x, y)

= f(x+∆x, y +∆y)(a2∆x+ b2∆y + o(
√
∆x2 +∆y2) + g(x, y)(a1∆x+ b1∆y + o(

√
∆x2 +∆y2)

= f(x, y)(a2∆x+ b2∆y) + g(x, y)(a1∆x+ b1∆y)

+(a1∆x+ b1∆y+ o(
√
∆x2 +∆y2)(a2∆x+ b2∆y+ o(

√
∆x2 +∆y2)+ (f(x, y)+ g(x, y))o(

√
∆x2 +∆y2)

略去高阶小量，则：

d(fg) = gdf + fdg

9.2.23 求函数 u = x2 + 2y2 + 3z2 + xy + 3x− 2y − 6z 在点 (1, 1,−1) 的梯度和最大方向微商.

解:
∇u =

∂u

∂x
i+

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k = (2x+ y + 3, 4y + x− 2, 6z − 6)

∇u|(1,1,−1) = (6, 3,−12)

设方向向量为：e = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)�|e| = 1，方向微商：

∂u

∂e
(1, 1,−1) = (6, 3,−12)·e ⩽

√
62 + 32 + 122 = 3

√
21

当且仅当 e 与 (6, 3,−12) 同向时取等，此时 e = ( 2
√
21

21 ,
√
21
21 ,−

4
√
21

21 )

9.2.24 设 r = xi+ yj + zk�r = |r|，试求 (1) ∇ 1
r2，(2) ∇ ln r.

(1)

解:
∇ 1

r2
= (

∂

∂x
i+

∂

∂y
j +

∂

∂z
k)

1

x2 + y2 + z2
=

−2xi− 2yj − 2zk

(x2 + y2 + z2)2
=

−2r

r4

(2)

解:
∇ ln r = (

∂

2∂x
i+

∂

2∂y
j +

∂

2∂z
k) ln(x2 + y2 + z2) =

xi+ yj + zk

x2 + y2 + z2
=

r

r2

9.2.26 设 z = f (xy) �f 为可微函数.

证明: x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= 0.

证明:
x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= x

∂z

∂(xy)

∂(xy)

∂x
− y

∂z

∂(xy)

∂(xy)

∂y
= xy − xy = 0

9



第九章 多变量函数微分学 数学分析 B2 笔记 John 吴

9.2.28 证明函数 u = φ(x− at) + ψ(x+ at) 满足波动方程：
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
.

证明:

∂2u

∂t2
=

∂

∂t

(
∂φ (x− at)

∂(x− at)

∂(x− at)

∂t
+
∂ψ (x+ at)

∂(x+ at)

∂(x+ at)

∂t

)
= a

∂

∂t

(
∂ψ (x+ at)

∂(x+ at)
− ∂φ (x− at)

∂(x− at)

)

= a2

(
∂2ψ (x+ at)

∂ (x+ at)
2 +

∂2φ (x+ at)

∂ (x+ at)
2

)
= a2

∂2u

∂x2

9.2.29 若 u = F (x, y) �F 的任意二阶偏导存在，而 x = r cosφ, y = r sinφ.

证明:
(
∂u

∂r

)2

+

(
1

r

∂u

∂φ

)2

=

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

证明:(
∂u

∂r

)2

+

(
1

r

∂u

∂φ

)2

=

(
∂u

∂x
cosφ+

∂u

∂y
sinφ

)2

+
1

r2

(
−∂u
∂x
r sinφ+

∂u

∂y
r cosφ

)2

=

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

9.2.30 试证：方程
∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
− 3

∂2u

∂y2
+ 2

∂u

∂x
+ 6

∂u

∂y
= 0 经变化 ξ = x + y, η = 3x − y 后变成：

∂2u

∂ξ∂η
+

1

2

∂u

∂ξ
= 0（其中二阶偏导均连续）.

证明:

0 =
∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
− 3

∂2u

∂y2
+ 2

∂u

∂x
+ 6

∂u

∂y

=

(
∂

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂

∂η

∂η

∂x

)(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
+ 2

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+ 2

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y

)
− 3

(
∂

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂

∂η

∂η

∂y

)(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y

)

+2

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x

)
+ 6

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)

=

(
∂

∂ξ
+ 3

∂

∂η

)(
3
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
− 3

(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

)(
∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

)
+ 2

(
∂u

∂ξ
+ 3

∂u

∂η

)
+ 6

(
∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

)

由于二阶偏导数均连续，所以
∂2u

∂ξ∂η
=

∂2u

∂η∂ξ
，则：

= 16
∂2u

∂ξ∂η
+ 8

∂u

∂ξ

⇐⇒ ∂2u

∂ξ∂η
+

1

2

∂u

∂ξ
= 0

9.2.32 设变换

 u = x− 2y

v = x+ ay
可把方程 6

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂x∂y
− ∂2z

∂y2
= 0 简化为

∂2z

∂u∂v
= 0. 求常数 a.（其中

二阶偏导数均连续）

证明: 对于 z: ∂

∂x
=

∂

∂u
+

∂

∂u
,
∂

∂y
= −2

∂

∂u
+ a

∂

∂v
，因此：

0 =
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂x∂y
− ∂2z

∂y2

10
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=

(
∂

∂u
+

∂

∂u

)(
6
∂

∂u
+ 6

∂

∂u
− 2

∂

∂u
+ a

∂

∂v

)
z −

(
−2

∂

∂u
+ a

∂

∂v

)(
−2

∂

∂u
+ a

∂

∂v

)
z

= (a+ 6− a2)
∂2z

∂v2
+ (5a+ 10)

∂2z

∂v∂u

=⇒

 a+ 6− a2 = 0

5a+ 10 6= 0
=⇒ a = 3

9.2.33 求方程
∂z

∂y
= x2 + 2y 满足条件 z

(
x, x2

)
= 1 的解 z = z (x, y).

解:
z =

� (
x2 + 2y

)
dy + C (x) = x2y + y2 + C (x)

1 = z
(
x, x2

)
= 2x4 + C

(
x2
)

=⇒ C
(
x2
)
= 1− 2x4 =⇒ C (x) = 1− 2x2 (x ⩾ 0)

=⇒ z (x, y) =

 x2y + y2 − 2x2 + 1, x ⩾ 0

x2y + y2 + C (x) , x < 0

9.2.36 求下列复合函数的微分 du：
(2) u = f (ξ, η) , ξ = xy, η =

x

y

解:
du =

∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

=

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x

)
dx+

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)
dy =

(
∂f

∂ξ
x+

∂f

∂η

1

y

)
dx+

(
∂f

∂ξ
y − ∂f

∂η

x

y2

)
dy

(4) u = f (x, ξ, η) , ξ = x2 + y2, η = x2 + y2 + z2

解:

du =
∂u

∂x
dx+∂u

∂y
dy+∂u

∂z
dz =

(
∂u

∂x
+
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x

)
dx+

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)
dy+

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂z
+
∂u

∂η

∂η

∂z

)
dz

=

(
∂f

∂x
+ 2x

∂f

∂ξ
+ 2x

∂f

∂η

)
dx+

(
2y
∂f

∂ξ
+ 2y

∂f

∂η

)
dy + 2z

∂f

∂η
dz

9.2.38 求直角坐标和极坐标的坐标变换 x = x (r, θ) = r cos θ, y = y(r, θ) = r sin θ 的 Jacobi 行列式.

解:

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂r

∂x

∂θ
∂y

∂r

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r

9.3 隐函数定理和逆映射定理

9.3.2 求由下列方程所确定的隐函数的导数

(3) xy = yx，求
dy
dx,

d2y

dx2

11
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解:
⇐⇒ f(x, y) = x ln y − y lnx = 0

∂f

∂x
= ln y − y

x
,
∂f

∂y
=
x

y
− lnx, 0 = df =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

=⇒ dy
dx =

−f ′x
f ′y

=
y2 − xy ln y
x2 − xy lnx =

y2(1− lnx)
x2(1− ln y)

d2y

dx2 =
d
dx

y2(1− lnx)
x2(1− ln y)

=
y2

1− ln y
d
dx

1− lnx
x2

+
1− lnx
x2

d
dy

y2

1− ln y
dy
dx =

y2(2 lnx− 3)

(1− ln y)x3 +
y2(1− lnx)2(3y − 2y ln y)

x2(1− ln y)3

(4) e−xy − 2z + ez = 0，求
∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂x

∂y
,
∂2z

∂x2

解:
f(x, y, z) = e−xy − 2z + ez = 0,

∂f

∂x
= −ye−xy, ∂f

∂y
= −xe−xy, ∂f

∂z
= ez − 2

=⇒ ∂z

∂x
=
ye−xy

ez − 2
,
∂z

∂y
=
xe−xy

ez − 2
,
∂x

∂y
=

−x
y
,
∂2z

∂x2
=

∂

∂x

ye−xy

ez − 2
=

−y2e−xy

ez − 2
− y2ez−2xy

(ez − 2)3

(6) F (x, x+ y, x+ y + z) = 0，求
∂z

∂x
,
∂z

∂y

解:
∂F

∂x
= f ′1 + f ′2 + f ′3,

∂F

∂y
= f ′2 + f ′3,

∂F

∂z
= f ′3

=⇒ ∂z

∂x
=

−f ′1 − f ′2 − f ′3
f ′3

,
∂z

∂y
=

−f ′2 − f ′3
f ′3

(7) F (xy, yz) = 0，求
∂z

∂x
,
∂z

∂y

解:
∂F

∂x
= yF ′

1,
∂F

∂y
= xF ′

1 + zF ′
2,
∂F

∂z
= yF ′

2

=⇒ ∂z

∂x
=

−F ′
1

F ′
2

,
∂z

∂y
=

−xF ′
1 − zF ′

2

yF ′
2

9.3.3 找出满足方程 x2 + xy + y2 = 27 的函数 y = y(x) 的极大值与极小值.

解:
F (x, y) = x2 + xy + y2 − 27 = 0,

∂F

∂x
= 2x+ y,

∂F

∂y
= 2y + x =⇒ dy

dx =
−2x− y

2y + x

因为 y = y(x) 取极大值与极小值时都满足
dy
dx = 0，因此联立

 2x+ y = 0

x2 + xy + y2 = 27
，得 x1 = −3

y1 = 6

 x2 = 3

y2 = −6
，则 y = y(x) 极大值为 6，极小值为 −6

12
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9.3.4 试求由下列方程所确定的隐函数的微分.
(3) u3 − 3(x+ y)u2 + z3 = 0，求 du

解:

f(u, x, y, z) = u3 − 3(x+ y)u2 + z3 = 0,
∂f

∂x
=
∂f

∂y
= −3u2,

∂f

∂z
= 3z2,

∂f

∂u
= 3u2 − 6(x+ y)u

=⇒ du =
−f ′x
f ′u

dx+
−f ′y
f ′u

dy +
−f ′z
f ′u

dz =
u

u− 2(x+ y)
dx+

u

u− 2(x+ y)
dy − z2

u2 − 2(x+ y)u
dz

(4) F (x− y, y − z, z − x) = 0，求 dz

解:
0 = F ′

1d(x− y) + F ′
2d(y − z) + F ′

3d(z − x) = (F ′
1 − F ′

3)dx+ (F ′
2 − F ′

1)dy + (F ′
3 − F ′

2)dz

=⇒ dz = F ′
3 − F ′

1

F ′
3 − F ′

2

dx+
F ′
1 − F ′

2

F ′
3 − F ′

2

dy

9.3.5

证明: 当 1 + xy = k(x− y)（其中 k 为常数）时有等式：
dx

1 + x2
=

dy
1 + y2

证明:
∀x, y ∈ R, arctanx− arctan y = arctan 1 + xy

x− y

易知方程成立时 x 6= y，则 1 + xy 6= 0，当 k 6= 0 时：

arctanx− arctan y = arctan x− y

1 + xy
= arctan 1

k

当 k = 0时，由连续性，取 k → 0+ 和 k → 0− 即可，因此 d arctanx−d arctan y = 0 =⇒ dx
1 + x2

=

dy
1 + y2

9.3.7 设 z = z(x, y) 是由方程 φ(cx− az, cy − bz) = 0 所确定的隐函数，试证：不论 φ 为怎样的可微函

数，都有 a
∂z

∂x
+ b

∂z

∂y
= c

解:
∂φ

∂x
= cφ′

1,
∂φ

∂y
= cφ′

2,
∂φ

∂z
= −aφ′

1 − bφ′
2

=⇒ a
∂z

∂x
+ b

∂z

∂y
= a

cφ′
1

aφ′
1 + bφ′

2

+ b
cφ′

2

aφ′
1 + bφ′

2

= c

9.3.8 设 z = x2 + y2，其中 y = y(x) 为由方程 x2 − xy + y2 = 1 所定义的函数，求
dz
dx 及

d2z

dx2
解:

g(x, y) = x2 − xy + y2 − 1 = 0,
∂g

∂x
= 2x− y,

∂g

∂y
= 2y − x =⇒ dy

dx =
y − 2x

2y − x

=⇒ dz
dx = 2x+ 2y

dy
dx =

2y2 − 2x2

2y − x
,
d2z

dx2 =
d
dx

2y2 − 2x2

2y − x
=

8y3 − 30xy2 + 24x2y − 10x3

(2y − x)3

13
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9.3.11 设 u = u(x, y), v = v(x, y) 是由下列方程组所确定的隐函数组，求
∂(u, v)

∂(x, y)

(1)

 u2 + v2 + x2 + y2 = 1

u+ v + x+ y = 0

解: 设映射 φ : (x, y) ∈ R2 → (u, v) ∈ R2，一方面： xdx+ ydy + udu+ vdv = 0

dx+ dy + du+ dv = 0
⇐⇒

(
x y

1 1

)(
dx
dy

)
+

(
u v

1 1

)(
du
dv

)
= 0

⇐⇒

(
u v

1 1

)(
du
dv

)
=

(
−x −y
−1 −1

)(
dx
dy

)
另一方面： (

du
dv

)
= J(φ)

(
dx
dy

)
因此：

∂(u, v)

∂(x, y)
= |J(φ)| = x− y

u− v
, (u− v 6= 0)

(3)

 u = f(ux, v + y)

v = g(u− x, v2y)

解: du = uf ′1dx+ xf ′1du+ f ′2dv + f ′2dy

dv = g′1du− g′1dx+ v2g′2dy + 2vyg′2dv
⇐⇒

 (1− xf ′1)du− f ′2dv = uf ′1dx+ f ′2dy

−g′1du+ (1− 2vyg′2)dv = −g′1dx+ v2g′2dy

⇐⇒

(
1− xf ′1 −f ′2
−g′1 1− 2vyg′2

)(
du
dv

)
=

(
uf ′1 f ′2

−g′1 v2g′2

)(
dx
dy

)

=⇒ ∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣uf ′1 f ′2

−g′1 v2g′2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1− xf ′1 −f ′2
−g′1 1− 2vyg′2

∣∣∣∣∣
=

uv2f ′1g
′
2 + f ′2g

′
1

1− xf ′1 − 2vyg′2 + 2vxyf ′1g
′
2 − f ′2g

′
1

9.3.14 设 y = y(x), z = z(x) 是由方程 z = xf(x+ y) 和 F (x, y, z) = 0 所确定的函数，其中 f 和 F 分

别具有一阶连续导数和一阶连续偏导数，求
dz
dx

解: 对 x 求导数： z′ = f + xf ′ + xy′f ′

F ′
1 + F ′

2y
′ + F ′

3z
′ = 0

=⇒

(
xf ′ −1

F ′
2 F ′

3

)(
y′

z′

)
=

(
−f − xf ′

−F ′
1

)

=⇒

(
y′

z′

)
=


−fF ′

3 − xf ′F ′
3 − F ′

1

xf ′F ′
3+

′
2

fF ′
2 + xf ′F ′

2 − xf ′F ′
1

xf ′F ′
3+

′
2

 =⇒ dz
dx =

fF ′
2 + xf ′F ′

2 − xf ′F ′
1

xf ′F ′
3+

′
2

14
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9.3.16 函数 u = u(x, y) 由方程组 u = f(x, y, z, t), g(y, z, t) = 0, h(z, t) = 0 定义，求
∂u

∂x
,
∂u

∂y

解: 显然，x 和 y 为独立变量，z 和 t 为 y 的隐函数
∂g

∂z
dz + ∂g

∂t
dt = −∂g

∂y
dy

∂h

∂z
dz + ∂h

∂t
dt = 0

⇐⇒

∂g

∂z

∂g

∂t
∂h

∂z

∂h

∂t

(dz
dt

)
=

−∂g
∂y

dy

0



⇐⇒

(
dz
dt

)
=



−∂g
∂y

∂h

∂t
dy

∂g

∂z

∂h

∂t
− ∂g

∂t

∂h

∂z
∂g

∂y

∂h

∂z
dy

∂g

∂z

∂h

∂t
− ∂g

∂t

∂h

∂z


∂u

∂x
= f ′1,

∂u

∂y
= f ′2 − f ′3

g′1h
′
2

g′2h
′
2 − g′3h

′
1

+ f ′4
g′1h

′
1

g′2h
′
2 − g′3h

′
1

9.4 空间曲线与曲面

9.4.7 设两条隐式曲线 F (x, y) = 0 于与 G(x, y) = 0 在一点 (x0, y0) 相交，求在交点处两条隐式曲线切

线的夹角，这里 F (x, y), G(x, y) 都是可微函数.

解: 不妨设隐式曲线 y = y(x), 切向量 nF ,nG：

0 = dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy =⇒ dy

dx = −

∂F

∂x
∂F

∂y

=⇒ nF =

(
∂F

∂y
,−∂F

∂x

)

同理，nG =

(
∂G

∂y
,−∂G

∂x

)

cos θ(nF ,nG) =
nF·nG
|nF ||nG|

=

∂F

∂x

∂G

∂x
+
∂F

∂y

∂G

∂y√(
∂F

∂x

)2

+

(
∂F

∂y

)2

+

(
∂G

∂x

)2

+

(
∂G

∂y

)2

9.4.8 求下列曲面在指定点的切平面和法线方程.
(3) ez − z + xy = 3，在点 (2, 1, 0)

解: 设 F (x, y, z) = ez − z + xy，由于隐式曲面 F (x, y, z) = 3 是 F 的一个等值面，所以 ∇F ⊥ 曲面
F (x, y, z) = 3

∇F =
∂F

∂x
i+

∂F

∂y
j +

∂F

∂z
k = (1, 2, 0)

=⇒ n = (1, 2, 0)�π : x+ 2y − 4 = 0

9.4.9 求椭球面 x2 + 2y2 + z2 = 1 上平行于平面 x− y + 2z = 0 的切平面方程.

解: 设 F (x, y, z) = x2 + 2y2 + z2，则：

n = (1,−1, 2)

15
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∇F = (2x, 4y, 2z)�� ± (2x, 4y, 2z) = (1,−1, 2) =⇒ (x, y, z) = (
1

2
,−1

4
, 1), (−1

2
,
1

4
,−1)

=⇒ π1 : x− y + 2z − 11

4
= 0, π2 : x− y + 2z +

11

4
= 0

9.4.13 试证曲面 x2 + y2 + z2 = ax 与曲面 x2 + y2 + z2 = by 互相正交.

证明:

n1 = ∇(x2 + y2 + z2 − ax) = (2x− a, 2y, 2z),n2 = ∇(x2 + y2 + z2 − by) = (2x, 2y − b, 2z)

 x2 + y2 + z2 = ax

x2 + y2 + z2 = by
=⇒ ax = by =⇒ n1·n2 = 2(2(x2 + y2 + z2)− ax− by) = 0

=⇒ n1 ⊥ n2������

9.4.15 证明曲面 z = xex/y 的每一切平面都过原点.

证明:

dz = (ex/y +
x

y
ex/y)dx− x2

y2
ex/y

=⇒ 切平面Π : (ex0/y0 +
x0
y0
ex0/y0)(x− x0)−

x20
y20
ex0/y0(y − y0)− z + x0e

x0/y0 = 0

左边代入 (x, y, z) = (0, 0, 0)：

−x0ex0/y0 − x20
y0
ex0/y0 +

x20
y0
ex0/y0 + x0e

x0/y0 = 0

因此所有切平面均过原点

9.4.17 求下列曲线在给定点的切线和法平面方程

(1)

 y2 + z2 = 25

x2 + y2 = 10
在点 (1, 3, 4)

解:
n1 = ∇(y2 + z2 − 25)

∣∣
(1,3,4)

= (0, 6, 8),n2 = ∇(x2 + y2 − 10)
∣∣
(1,3,4)

= (2, 6, 0)

n = n1 × n2 = (−48, 16,−12)

π : −48(x− 1) + 16(y − 3)− 12(z − 4) = 0 ⇐⇒ 12x− 4y + 3z − 12 = 0

16
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9.4.18 设方程组

 pu+ qv − t2 = 0

qu+ pv − s2 = 0
(p2 − q2 6= 0) 确定了隐函数

 u = u(s, t)

v = v(s, t)
以及反函数 s = s(u, v)

t = t(u, v)
，求证：

∂t

∂u

∂u

∂t
=
∂s

∂v

∂v

∂s
=

p2

p2 − q2

证明: (
p q

q p

)(
du
dv

)
=

(
2tdt
2sds

)
(p2 − q2 6= 0)

⇐⇒

(
du
dv

)
=


p

p2 − q2
−q

p2 − q2
−q

p2 − q2
p

p2 − q2

(2tdt
2sds

)
=


2ptdt− 2qsds

p2 − q2
2psds− 2qtdt

p2 − q2


=⇒ ∂t

∂u

∂u

∂t
=

p

2t

2pt

p2 − q2
=

p2

p2 − q2
,
∂s

∂v

∂v

∂s
=

p

2s

2ps

p2 − q2
=

p2

p2 − q2
 

9.5 多变量函数的 Taylor 公式与极值
9.5.1(2) 求曲线 F (t) = f(x+ th, y + tk) 在 t = 1 处的斜率，其中 f(x, y) = x2 + 2xy2 − y4

解: 设 ξ(t) = x+ th, η(t) = y + tk，则：

dF
dt =

df
dξ

dξ
dt +

df
dη

dη
dt = (2ξ + 2η2)

dξ
dt + (4ξη − 4η3)

dη
dt

= (2(x+ th) + 2(y + tk)2)h+ (4(x+ th)(y + tk)− 4(y + tk)3)k

=⇒ dF
dt

∣∣∣∣
t=1

= 2((x+ h) + (y + k)2)h+ 4(y + k)(x+ h− (y + k)2)k

9.5.3 对于函数 f(x, y) = sinπx+cosπy，用中值定理证明，∃θ ∈ (0, 1)使得
4

π
= cos πθ

2
+sin

[π
2
(1− θ)

]
证明: 由微分中值定理，∃θ ∈ (0, 1)，使：

2 = f(
1

2
, 0)− f(0,

1

2
) =

1

2
f ′x(

θ

2
,
1

2
(1− θ))− 1

2
f ′y(

θ

2
,
1

2
(1− θ)) =

π

2
cos πθ

2
+
π

2
sin
[π
2
(1− θ)

]

⇐⇒ 4

π
= cos πθ

2
+ sin

[π
2
(1− θ)

]
9.5.4 求下列函数的 Taylor 公式，并指出展开式成立的区域.

(2) f(x, y) =
√
1− x2 − y2 在点 (0, 0)，直到四阶为止

解:
1− x2 − y2 ⩾ 0 =⇒ D = B(O, 1)

f(x, y) = 1− x2 + y2

2
− (x2 + y2)2

8
+ o(ρ4)

f(x, y) = 1− x2 + y2

2
− x2 + 2x2y2 + y4

8
+ o(ρ4), D = B(O, 1)

(5) f(x, y) = sin (x2 + y2) 在点 (0,0)，直到 n 阶为止
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解: 记 u(x, y) = x2 + y2：

f(x, y) = sinu =

n∑
k=0

(−1)ku2k+1

(2k + 1)!
+ o(u(2n+1)) =

n∑
k=0

(−1)k(x2 + y2)2k+1

(2k + 1)!
+ o(ρ4n+2)

=

[n−2
4 ]∑

k=0

(−1)k
2k+1∑
i=0

x2iy4k+2−2i

i!(2k + 1− i)!
+ o(ρn), (n ⩾ 2)

=⇒ f(x, y) =


[n−2

4 ]∑
k=0

(−1)k
2k+1∑
i=0

x2iy4k+2−2i

i!(2k + 1− i)!
+ o(ρn), n ⩾ 2

0 + o(ρ), n = 1

, D = R2

(7) f(x, y) = 2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5 在点 (1,−2) 的 Taylor 展开式

解: 由于展开式唯一，且：

f(x, y) = 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2 + 5

=⇒ f(x, y) = 5 + 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2, D = R2

9.5.5 设 z = z(x, y)是由方程 z3−2xz+ y = 0所确定的隐函数，当 x = 1, y = 1时 z = 1，试按 (x−1)

和 (y − 1) 的乘幂展开函数 z 直到二次项为止

解: 对 z3 − 2xz + y = 0 求偏导数：


(3z2 − 2x)

∂z

∂x
− 2z = 0

(3z2 − 2x)
∂z

∂y
+ 1 = 0

=⇒


∂z

∂x
=

2z

3z2 − 2x
∂z

∂y
=

1

2x− 3z2

=⇒



∂2z

∂x2
=

16xz

(2x− 3z2)3

∂2z

∂y2
=

6z

(2x− 3z2)3

∂2z

∂x∂y
=

6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3

z(x, y) = 1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 8(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2 + o(ρ2)

9.5.6

证明: 球面三角学中的余弦定理 cos z = cosx cos y+ sinx sin y cos θ 在原点的邻域内转化为欧几里得几何
中的余弦定理 z2 = x2 + y2 − 2xy cos θ

解: 在单位球中，设三个顶点 X,Y, Z 对应向量 x,y, z，θ 为 z,x 和 z,y 所张平面的夹角 x,y 夹角为 γ，

x, z 夹角为 β，z,y 夹角为 α

做二阶展开：

1− γ2

2
+ o(γ) =

(
1− α2

2

)(
1− β2

2

)
+αβ cos θ+ o(

√
α2 + β2) = 1− α2 + β2

2
+αβ cos θ+ o(

√
α2 + β2)

=⇒ γ2 = α2 + β2 − 2αβ cos θ + o(
√
α2 + β2 + γ2)

又 z = 2 sin γ
2
, x = 2 sin α

2
, y = 2 sin β

2
=⇒ γ = 2 arcsin z

2
, α = 2 arcsin x

2
, β = 2 arcsin y

2
，做二阶展

开得：

z2 = x2 + y2 − 2xy cos θ + o(ρ)

因此 ρ→ 0 时：

z2 = x2 + y2 − 2xy cos θ

18



第九章 多变量函数微分学 数学分析 B2 笔记 John 吴

9.5.7(4) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)，求隐函数 y = y(x) 的极值.

解: 设 φ(x, y) = (x2 + y2)2 − a2(x2 − y2)

∂φ

∂x
= 2x(2x2 + 2y2 − a2),

∂φ

∂y
= 2y(2x2 + 2y2 + a2)

� dydx = −

∂φ

∂x
∂φ

∂y

=
x(a2 − 2x2 − 2y2)

y(2x2 + 2y2 + a2)
= 0

若 x = 0，则 y = 0，不成立（由于隐函数存在）。

因此  2x2 + 2y2 = a2

φ(x, y) = (x2 + y2)2 − a2(x2 − y2) = 0
=⇒


x2 =

3

8
a2

y2 =
1

8
a2

极大值：y =

√
2

4
|a|，极小值：y = −

√
2

4
|a|

9.5.8 求一个三角形，使得他的三个角的正弦乘积最大.

解: 设三个内角分别为 x, y, π−x− y, f(x, y) = sinx sin y sin (π − x− y)定义在开区域 {(x, y)|x > 0, y >

0, x+ y < π} 上.
由于 f(x, y) ⩾ 0， lim

x→0+
f = 0, lim

y→0+
f = 0, lim

x+y→π−
f = 0，则极大值在内部取到.

�


∂f

∂x
= sin y sin(2x+ y) = 0

∂f

∂y
= sinx sin(2y + x) = 0

=⇒

 x =
π

3

y =
π

3

则取极大值时三角形为正三角形.

9.5.11(2) 求函数最大值和最小值：z = x2 − xy + y2, {(x, y)||x|+ |y| ⩽ 1}

解:

∂z

∂x
= 2x− y,

∂z

∂y
= 2y − x,

∂2z

∂x2
= 2,

∂2z

∂y2
= 2,

∂2z

∂x∂y
= −1 =⇒ ∂2z

∂x2
∂2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

= 3

�

 2x− y = 0

2y − x = 0
=⇒

 x = 0

y = 0
=⇒ 极小值z(0, 0) = 0

最大值在边界取到：

z(x, y) = x2 + y2 − xy ⩽ |x|2 + |y|2 + |x||y| ⩽ (|x|+ |y|)2 ⩽ 1��(x, y) = (0, 1), (−1, 0), (0,−1), (1, 0)���

9.5.14 设 f(x, y) = 3x2y − x4 − 2y2，

证明: (0, 0) 不是它的极值点，但沿过 (0, 0) 的每条直线，(0, 0) 都是它的极大值点.

解:
∂f

∂x
= 6xy − 4x3,

∂f

∂y
= 3x2 − 4y,

∂2f

∂x2
= 6y − 12x2,

∂2f

∂y2
= −4,

∂2f

∂x∂y
= 6x

∂2z

∂x2
∂2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

= 12(x2 − 2y),∇f = (6xy − 4x3)i+ (3x2 − 4y)j
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f(x, y) = (y − x2)(x2 − 2y) =⇒ ∀x 6= 0, f(x,
3

4
x2) =

x2

8
> f(0, 0) =⇒ (0, 0)�����

∀r, θ ∈ R, g(r) = f(r cos θ, r sin θ) = 3r3 cos2 θ sin θ − r4 cos4 θ − 2r2 sin2 θ, g′(0) = 0, g′(0) = −4 sin2 θ

若 sin θ 6= 0，则 (0, 0) 是极值点.
若 sin θ = 0，则 g(r) = −r4 ⩽ 0 = g(0)，则 (0, 0) 是极值点.

9.5.19 椭球体
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
⩽ 1 的内接长方体中，求体积最大的长方体的体积.

解: 设 f(x, y, z) = 8xyz�φ(x, y, z) = x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1

�



∂f

∂x
− λ

∂φ

∂x
= 8yz − λ

2x

a2
= 0

∂f

∂y
− λ

∂φ

∂y
= 8xz − λ

2y

b2
= 0

∂f

∂z
− λ

∂φ

∂z
= 8xy − λ

2z

c2
= 0

φ(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0

=⇒



x2 =
4λ2

b2c2

y2 =
4λ2

a2c2

z2 =
4λ2

a2b2
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

=⇒



x2 =
a2

3

y2 =
b2

3

z2 =
c2

3

λ2 =
a2b2c2

12

=⇒


x = ± a√

3

y = ± b√
3

z = ± c√
3

=⇒ |f(± a√
3
,± b√

3
,± c√

3
)| = 8

√
3abc

9

9.5.21 设曲面 S :
√
x+

√
y +

√
z =

√
a(a > 0)

(1) 证明 S 上任意点处的切平面与各坐标轴的截距之和等于 a.

证明: 设 φ(x, y, z) =
√
x+

√
y +

√
z�∇φ = (

1

2
√
x
,

1

2
√
y
,

1

2
√
z
)，则 (x0, y0, z0) 处的切平面为

√
y0z0(x−

x0) +
√
x0z0(y − y0) +

√
x0y0(z − z0) = 0，截距之和为

√
y0z0 +

√
x0z0 + z0 +

√
x0y0 +

√
x0z0 + x0 +

√
y0z0 +

√
y0x0 + y0 = (

√
x0 +

√
y0 +

√
z0)

2 = a

(2) 在 S 上求一切平面，使此切平面与三坐标面所围成的四面体体积最大，并求四面体体积的最大

值.

解: 在点 (x0, y0, z0) 处的切平面在 x 轴截距为 u =
√
x0y0 +

√
x0z0 + x0，在 y 轴的截距为 v =

√
y0z0 +

√
y0x0 + y0，在 z 轴的截距为 w =

√
y0z0 +

√
x0z0 + z0

设体积 f(u, v, w) =
uvw

6
，且 u+ v + w = a

�



vw

6
− λ = 0

uw

6
− λ = 0

uv

6
− λ = 0

u+ v + w = a

=⇒


u =

a

3

v =
a

3

w =
a

3

此时 f(
a

3
,
a

3
,
a

3
) =

a3

162
，平面：x+ y + z − a

3
= 0
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9.6 向量场的微商

9.6.1 Nabla 运算符与点乘、叉乘的性质

1 设 ϕ, ψ 是数量场，a, b 是向量场，则

∇(ϕ+ ψ) = ∇ψ +∇ϕ

∇ · (a+ b) = ∇ · a+∇ · b

∇× (a+ b) = ∇× a+∇× b

∇(ϕψ) = ϕ∇ψ + ψ∇ϕ

∇ · (ϕa) = ϕ∇ · a+ a · ∇ϕ

∇ · (a× b) = (∇× a) · b− (∇× b) · a

∇× (ϕa) = ∇ϕ× a+ ϕ∇× a

∇×∇ϕ = 0

∇ · (∇× a) = 0

2
(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a

a× b · c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
9.6.1 求电场强度 e =

q

r3
r(r = |r|) 的旋度和散度.

解:
e =

q

(x2 + y2 + z2)3/2
(xi+ yj + zk)

∂

∂x

x

(x2 + y2 + z2)3/2
=

y2 + z2 − 2x2

(x2 + y2 + z2)5/2
,
∂

∂y

x

(x2 + y2 + z2)3/2
=

−3xy

(x2 + y2 + z2)5/2

rote =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x

(x2 + y2 + z2)3/2
y

(x2 + y2 + z2)3/2
z

(x2 + y2 + z2)3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

dive =
∂

∂x

x

(x2 + y2 + z2)3/2
+

∂

∂y

y

(x2 + y2 + z2)3/2
+

∂

∂z

z

(x2 + y2 + z2)3/2
= 0

9.6.2 设 ω = ω1i+ ω2j + ω3k 是一个常值向量，求向量场 v = ω × r 的旋度 ∇× v，并给出合理的物

理解释。这里 r = xi+ yj + zk 是位置向量。

解: 由于 ω 为常向量：

∇× v = ∇× (ω× r) = ∇×

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

ω1 ω2 ω3

x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

ω2z − ω3y ω3x− ω1z ω1y − ω2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2ω1i+2ω2j +2ω3k
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物理解释：物体运动的旋度等于瞬时角速度的 2 倍

9.6.4(2) 设 ω 是常向量，r = xi+ yj + zk, r = |r|，求 divr
r
.

解:
divr

r
=

∂

∂x

x√
x2 + y2 + z2

+
∂

∂y

y√
x2 + y2 + z2

+
∂

∂z

z√
x2 + y2 + z2

=
2

r

9.6.5(1) 求向量场的旋度 v = y2i+ z2j + x2k.

解:

rotv = ∇× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y2 z2 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2zi− 2xj − 2yk

9.6.6(2) 设 ω 是常向量，r = xi+ yj + zk, r = |r|，求 rot[f(r)r].

解:

rot[f(r)r] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

f(
√
x2 + y2 + z2)x f(

√
x2 + y2 + z2)y f(

√
x2 + y2 + z2)z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

9.6.8 设 ϕ, ψ 是数量场，a, b 为向量场，证明：

(1) ∇·(ϕa) = ϕ∇·a+ a·∇ϕ

证明: 设 a = a1i+ a2j + a3k

∇·(ϕa) =
∂(ϕa1)

∂x
+
∂(ϕa2)

∂y
+
∂(ϕa3)

∂z
= a1

∂ϕ

∂x
+ϕ

∂a1
∂x

+a2
∂ϕ

∂y
+ϕ

∂a2
∂y

+a3
∂ϕ

∂z
+ϕ

∂a3
∂z

= ϕ∇·a+a·∇ϕ

(2) ∇·(a× b) = b·∇× a− a·∇× b

证明: 设 a = a1i+ a2j + a3k, b = b1i+ b2j + b3k

∇·(a× b) = ∇·

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂(a2b3 − a3b2)

∂x
+
∂(a3b1 − a1b3)

∂y
+
∂(a1b2 − a2b1)

∂z

=b3

(
∂a2
∂x

− ∂a1
∂y

)
+ b1

(
∂a3
∂y

− ∂a2
∂z

)
+ b2

(
∂a1
∂z

− ∂a3
∂x

)
+ a1

(
∂b2
∂z

− ∂b3
∂y

)
+ a2

(
∂b3
∂x

− ∂b1
∂z

)
+ a3

(
∂b1
∂y

− ∂b2
∂x

)

= b·∇× a− a·∇× b

(3) ∇× (ϕa) = ∇ϕ× a+ ϕ∇× a

证明: 设 a = a1i+ a2j + a3k

∇× (ϕa) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

ϕa1 ϕa2 ϕa3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ a3

(
∂ϕ

∂y
− ∂ϕ

∂x

)
+ a1

(
∂ϕ

∂z
− ∂ϕ

∂y

)
+ a2

(
∂ϕ

∂x
− ∂ϕ

∂z

)

= ϕ∇× a+∇ϕ× a
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9.6.9

证明: rot gradϕ = ∇×∇ϕ = 0, div rota = ∇·(∇× a) = 0

证明:

rot gradϕ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂2ϕ

∂y∂z
− ∂2ϕ

∂z∂y

)
i+

(
∂2ϕ

∂z∂x
− ∂2ϕ

∂x∂z

)
j +

(
∂2ϕ

∂x∂y
− ∂2ϕ

∂y∂x

)
k = 0

设 a = a1i+ a2j + a3k

div rota =

(
∂

∂x
i+

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

)
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂2a3
∂x∂y

− ∂2a2
∂x∂z

+
∂2a1
∂y∂z

− ∂2a3
∂y∂x

+
∂2a2
∂z∂x

− ∂2a1
∂z∂y

= 0

9.7 微分形式

9.7.2 对下列微分形式的 ω，计算它们的微分，即计算 dω
(3) ω = xydx+ x2dy

解:
dω = d(xy) ∧ dx+ d(x2) ∧ dy = xdx ∧ dy

(6) ω = xydy ∧ dz + yzdz ∧ dx+ zxdx ∧ dy

解:
dω = ω3

∇·(xy,yz,zx) = (x+ y + z)dx ∧ dy ∧ dz

第 9 章综合习题
9.1 设 a1, a2, . . . , an 是非零常数. f(x1, x2, . . . , xn) 在 Rn 上可微. 求证：存在 R 上一元可微函数 F (s)

使得 f(x1, x2, . . . , xn) = F (a1x1+a2x2+ . . .+anxn)的充分必要条件是 aj
∂f

∂xi
= ai

∂f

∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n.

证明:
∃F (s) ∈ C1 : R → R : f(x1, x2, . . . , xn) = F (a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn)

⇐⇒ F ′
n∑
i=1

aidxi = dF = df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

⇐⇒
n∑
i=1

(
∂f

∂xi
− F ′ai)dxi ≡ 0

⇐⇒ ∀i = 1, 2, . . . , n :
1

ai

∂f

∂xi
= F ′

⇐⇒ ∀i, j = 1, 2, . . . , n : aj
∂f

∂xi
= ai

∂f

∂xj
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9.3 若函数 u = f(x, y, z) 满足恒等式 f(tx, ty, tz) = tkf(x, y, z)(t > 0)，则称 f(x, y, z) 为 k 次齐次函

数. 试证下述关于齐次函数的欧拉定理：可微函数 f(x, y, z)为 k 次齐次函数的充要条件是：xf ′x(x, y, z)+

yf ′y(x, y, z) + zf ′z(x, y, z) = kf(x, y, z)

证明: 我们下证明 n 维情形：f(x1, x2, . . . , xn) ∈ C1 为 k 次齐次函数的充要条件是：

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= kf(x1, x2, . . . , xn)

必要性：

f(tx1, tx2, . . . , txn) = tkf(x1, x2, . . . , xn)

�t���
n∑
i=1

xif
′
i(tx1, tx2, . . . , txn) = ktk−1f(x1, x2, . . . , xn)

�t = 1�
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= kf(x1, x2, . . . , xn)

充分性：
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= kf(x1, x2, . . . , xn)

∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn��φ(t) = f(tx1, tx2, . . . , txn)

�t > 0�kφ(t) = t

n∑
i=1

xi
∂f

∂(txi)
= tφ′(t)

=⇒ dφ
φ

=
k

t
=⇒ φ(t) = φ(1)tk

=⇒ f(tx1, tx2, . . . , txn) = tkf(x1, x2, . . . , xn) 

9.6 证明不等式：x2+y2

4 ⩽ ex+y−2 (x, y ⩾ 0).

证明: 当 x, y ⩾ 0 时，x2+y2

4 ⩽ (x+y)2

4 ，所以只需证明：

et ⩾ e2t2
4
, t ⩾ 0

显然成立。

9.8 设 D ⊂ R2 是包含原点的凸区域，f ∈ C1(D). 若 x
∂f(x, y)

∂x
+y

∂f(x, y)

∂y
= 0�((x, y) ∈ D)，则 f(x, y)

是常数.

证明: 由微分中值定理，∀(x, y) ∈ D，∃θ ∈ (0, 1)，使：

f(x, y)− f(0, 0) = x
∂f

∂x

∣∣∣∣
(θx,θy)

+ y
∂f

∂y

∣∣∣∣
(θx,θy)

=
1

θ

(
θx

∂f

∂x

∣∣∣∣
(θx,θy)

+ θy
∂f

∂y

∣∣∣∣
(θx,θy)

)
= 0

⇐⇒ f(x, y) ≡ f(0, 0)
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9.9 设 f ∈ C1(R2)�f(0, 0) = 0.

证明: 存在 R2 上的连续函数 g1, g2 使得 f(x, y) = xg1(x, y) + yg2(x, y)

证明: 设 φ(t) = f(tx, ty)，则：

φ′(t) =
∂f(tx, ty)

∂t
= xf ′x(tx, ty) + yf ′y(tx, ty)�φ(0) = 0

由于 f ∈ C1(R2)，因此 f ′x, f
′
y 在 R2 上连续，则 g(t) = f ′x(tx, ty), h(t) = f ′y(tx, ty) 在 R2 上连续可

积 (由复合函数性质)

f(tx, ty) = φ(t) =

� t

0

(xf ′x(τx, τy) + yf ′y(τx, τy))dτ = x

� t

0

f ′x(τx, τy)dτ + y

� t

0

f ′y(τx, τy)dτ

f(x, y) = x

� 1

0

f ′x(τx, τy)dτ + y

� t

0

f ′y(τx, τy)dτ

则取

g1(x, y) =

� 1

0

f ′x(τx, τy)dτ, g2(x, y) =
� 1

0

f ′y(τx, τy)dτ

∀(x0, y0), ∃M > max{|x0|, |y0|}, f ′x, f ′y 在闭集 [−M,M ]× [−M,M ] 一致连续. 下证 g1 连续：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀d((x1, y1), (x2, y2)) < δ, |f ′x(x1, y1)− f ′x(x2, y2)| < ε

����ε > 0, ∀h, k :
√
h2 + k2 < δ, ��|τ(x+ h)− τx| ⩽ |h|, |τ(y + k)− τy| ⩽ |k| :

|g1(x+ h, y + k)− g(x, y)| =
∣∣∣∣� 1

0

(f ′x(τ(x+ h), τ(y + k))− f ′x(τx, τy))dτ
∣∣∣∣ < � 1

0

|ε|dτ = ε

因此 g1 连续，同理 g2 连续

9.11 设 u(x, y) 在 R2 上恒正，且有二阶连续偏导数。证明 u(x, y) 满足方程

u
∂2u

∂x∂y
=
∂u

∂x

∂u

∂y

的充分必要条件是：存在 f, g ∈ C1 (R) 使得 u(x, y) = f(x)g(y).

证明: 由于 u(x, y) 恒正，所以对上式同时除以 u2(x, y) 得：

0 =
u ∂2u
∂x∂y − ∂u

∂x
∂u
∂y

u2
=

∂

∂y

∂u
∂x

u
=

∂

∂x

∂u
∂x

y

于是，设 ∂
∂x lnu(x, y) = ∂

∂x ln f(x), ∂∂y lnu(x, y) = ∂
∂x ln g(y)，也即 u(x, y) = f(x)g(y) (此处可以不考虑

常数项)；反之亦成立。

9.12 设 r(t) = x(t)i+ y(t)j, t ∈ [a, b] 有连续的导数，

证明: 存在 θ ∈ (a, b)，使得 |r(b)− r(a)| ⩽ |r′(θ)|(b− a)

证明: 由微分中值定理：考虑有连续导数的函数 f(t) = (r(b)− r(a))r(t)，由微分中值定理，∃θ ∈ (a, b):

|r(b)− r(a)|2 = (r(b)− r(a))(r(b)− r(a)) = f(b)− f(a) = (b− a)f ′(θ) = (r(b)− r(a))(b− a)r′(θ)

于是：

|r(b)− r(a)|2 = (r(b)− r(a))(b− a)r′(θ) ⩽ |r′(θ)|(b− a)|r(b)− r(a)|

=⇒ |r(b)− r(a)| ⩽ |r′(θ)|(b− a)
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10.1 二重积分

10.1.4 设函数 φ 和 ψ 分别在区间 [a, b] 和 [c, d] 上可积，求证：f(x, y) = φ(x)ψ(y) 在 D = [a, b]× [c, d]

上可积，且有
�
D
f(x, y)dxdy =

� b
a
φ(x)dx

� d
c
ψ(x)dx.

(1)

证明: φ 和 ψ 可积 =⇒ 有界，设 M ⩾ |φ|,M ⩾ |ψ| 恒成立。设 ωφ(T1), ωψ(T2) 分别为 φ,ψ 在分割

T1, T2 下，在 [a, b], [c, d] 上的振幅。

φ,ψ可积 =⇒ lim
∥T1∥→0+

ωφ(T1) = 0, lim
∥T2∥→0+

ωψ(T2) = 0

=⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0,当‖T1‖ < δ时, ωφ(T1) < ε;当‖T2‖ < δ时, ωψ(T2) < ε

设分割 T : a = x0 < x1 < . . . < xn = b, c = y0 < y1 < . . . < yn = d;T1 : a = x0 < x1 < . . . < xn =

b;T2 : c = y0 < y1 < . . . < yn = d

对于集合 Dij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ], ∀(x′, y′), (x′′, y′′) ∈ Dij :

|f(x′, y′)− f(x′, y′′)| = |φ(x′)ψ(y′)− φ(x′)ψ(y′′) + φ(x′)ψ(y′′)− φ(x′′)ψ(y′′)|

⩽ |φ(x′)||ψ(y′)− ψ(y′′)|+ |ψ(y′′)||φ(x′)− φ(x′′)| ⩽Mωψ(T2)j +Mωφ(T1)i

=⇒ ωf (T )ij ⩽M(ωφ(T1)i + ωψ(T2)j)

又 ‖T‖ =
√

‖T1‖2 + ‖T2‖2，因此：

∀ε > 0, ∃δ > 0,当‖T‖ < δ时�‖T1, ‖T2‖ < δ

=⇒ ωf (T ) =

n∑
i,j=1

ωf (T )ij(xi − xi−1)(yj − yj−1) ⩽M

n∑
i,j=1

(ωφ(T1)i + ωψ(T2)j)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

=M

n∑
i=1

(xi − xi−1)

n∑
j=1

(ωφ(T1)i + ωψ(T2)j)(yj − yj−1) =M

n∑
i=1

(xi − xi−1)((d− c)ωφ(T1)i + ωψ(T2))

< M(b− a+ d− c)ε

因此 f(x, y) = φ(x)ψ(y) 可积.
(2)
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证明: 设分割 T : a = x0 < x1 < . . . < xn = b, c = y0 < y1 < . . . < yn = d;T1 : a = x0 < x1 < . . . < xn =

b;T2 : c = y0 < y1 < . . . < yn = d，由可积性：

�
D

f(x, y)dxdy = lim
∥T∥→0+

n∑
i,j=1

φ(xi)ψ(yj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

= lim
∥T∥→0+

n∑
i=1

φ(xi)(xi − xi−1)

n∑
j=1

ψ(yj)(yj − yj−1)

= lim
∥T∥→0+

Sφ(T1)Sψ(T2) = lim
∥T1∥→0+

Sφ(T1) lim
∥T2∥→0+

Sψ(T1) =

� b

a

φ(x)dx
� d

c

ψ(x)dx 

10.1.7 设函数 f(x, y) 连续，求极限 lim
r→0

1

πr2
�
x2+y2⩽r2 f(x, y)dxdy.

解: 因为函数连续，由积分中值定理：

∀r > 0, ∃P (r) ∈ {(x, y)|x2 + y2 ⩽ r2}, 1

πr2

�
x2+y2⩽r2

f(x, y)dxdy = f(P (r)) (1)

lim
r→0

P (r) = (0, 0) (2)

(1), (2) =⇒ lim
r→0

1

πr2

�
x2+y2⩽r2

f(x, y)dxdy = f(0, 0)

补充题 若 D 是零测度集，f 在 D 上可积，求证：
�
D
f = 0

证明: 设 M ⩾ |f |，则任意分割 T 对应的 Darboux 和：

|S(T )| ⩽
n∑
i=1

|f(Pi)|σ(Di) ⩽M

n∑
i=1

σ(Di) =Mσ(D) = 0

=⇒ ∀T : S(T ) ≡ 0 =⇒
�
D

f = lim
∥T∥→0+

s(T ) = 0 

10.2 二重积分的换元

10.2.1(1) 计算积分

� R

0

dx
� √

R2−x2

0

ln(1 + x2 + y2)dy.

解:
� R

0

dx
� √

R2−x2

0

ln(1 + x2 + y2)dy =

� π
2

0

dθ
� R

0

ln(1 + r2)dr

=
π

2

� R

0

ln(1 + r2)dr

=
π

2
R ln(1 +R2)− π

2

� R

0

2r2

1 + r2
dr

=
π

2
R ln(1 +R2) + π arctanR− πR
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10.2.2 计算二重积分

(1)
�
D

√
x2 + y2dxdy,D : x2 + y2 ⩽ x+ y.

解: 极坐标下，x2 + y2 ⩽ x+ y ⇐⇒ r2 ⩽ r(cos θ + sin θ), r ⩽ 0 =⇒ θ ∈ [−π
4
,
3π

4
], r ⩽ cos θ + sin θ

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣∂x∂r ∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣ = r

�
D

√
x2 + y2dxdy =

� 3π
4

−π
4

dθ
� cos θ+sin θ

0

rdr

=

� 3π
4

−π
4

1 + sin 2θ

2
dθ

=
π

2

(4)
�
D

dxdy,D : �y2 = ax, y2 = bx, x2 = my, x2 = ny�����(a > b > 0,m > n > 0).

解: 设变换 φ :

 x =
3
√
uv2

y =
3
√
u2v

,D′ = [n,m]× [a, b]，则 φ : D′ → D 是双射.

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ 13
(
v
u

) 2
3 2

3

(
u
v

) 1
3

2
3

(
v
u

) 1
3 1

3

(
u
v

) 2
3

∣∣∣∣∣ = −1

3

�
D

dxdy =

�
D′

1

3
dudv

=

� m

n

1

3
dv
� a

b

du

=
1

3
(m− n)(a− b)

(8)
�
D

sin y

x+ y
dxdy,D : ���x+ y = 1, x = 0, y = 0�����.

解: 设变换 φ :

 x = u− v

y = v
,D′ = {(u, v)|u ∈ [0, 1], 0 ⩽ v ⩽ u}

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(u, v)
= 1

�
D

sin y

x+ y
dxdy =

�
D′

sin v
u

dudv

=

� 1

0

du
� u

0

sin v
u

dv

=

� 1

0

u(1− cos 1)du

=
1− cos 1

2

10.2.3 求下列曲线围成的平面区域的面积

(2) (x− y)2 + x2 = a2(a > 0).
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解: 设变换 φ :

 x = r sin θ

y = r sin θ − r cos θ
,D′ = [0, a]× [0, 2π]

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ sin θ r cos θ
sin θ − cos θ r cos θ + r sin θ

∣∣∣∣∣ = r

�
D

dxdy =

�
D′
rdrdθ

=

� 2π

0

dθ
� a

0

rdr

= πa2

(3) 由直线 x+ y = a, x+ y = b, y = kx, y = mx(0 < a < b, o < k < m) 围成的平面区域.

解: 设变换 φ :


x =

u

v + 1

y =
uv

v + 1

, D′ = [a, b]× [k,m]

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ 1
v+1

−u
(v+1)2

v
v+1

u
(v+1)2

∣∣∣∣∣ = u

(v + 1)2

�
D

dxdy =

�
D′

u

(v + 1)2
dudv

=

� b

a

udu
� m

k

1

(v + 1)2
dv

=
b2 − a2

2

(
1

k + 1
− 1

m+ 1

)

10.2.4 证明

�
x2+y2⩽1

ex
2+y2dxdy ⩽

[� √
π
2

−
√

π
2

ex
2

dx
]2

.

证明: 设 D1 = {(x, y)|0 ⩽ x ⩽
√
π
2 , 0 ⩽ y ⩽ x}, D2 = {(x, y)|0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ x, x2 + y2 ⩽ 1}, D3 =

D1 \D2, D4 = D2 \D1, D5 = D1 ∩D2

则 σ(D1) = σ(D2), σ(D3) = σ(D4)，由于

√
π

2
< 1，则 d(O,D3) > d(O,D4)

�
x2+y2⩽1

ex
2+y2dxdy = 8

� π
4

0

dθ
� 1

0

er
2

rdr = 8

�
D2

ex
2+y2dxdy

=

�
D5

ex
2+y2dxdy +

�
D4

ex
2+y2dxdy

[� √
π
2

−
√

π
2

ex
2

dx
]2

=

�
|x|⩽

√
π
2 ,|y|⩽

√
π
2

ex
2+y2dxdy = 8

�
D1

ex
2+y2dxdy

=

�
D5

ex
2+y2dxdy +

�
D3

ex
2+y2dxdy

由于 σ(D1) = σ(D2), σ(D3) = σ(D4), d(O,D3) > d(O,D4)，所以 ∃ξ ∈ D3, η ∈ D2，使得：

[� √
π
2

−
√

π
2

ex
2

dx
]2

−
�
x2+y2⩽1

ex
2+y2dxdy =

�
D3

ex
2+y2dxdy −

�
D4

ex
2+y2dxdy

= ed(O,ξ)2σ(D3)− ed(O,η)2σ(D4) > 0
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因此 �
x2+y2⩽1

ex
2+y2dxdy ⩽

[� √
π
2

−
√

π
2

ex
2

dx
]2

 

10.2.5 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续，证明

� 1

0

ef(x)dx
� 1

0

e−f(y)dy ⩾ 1.

证明: 显然 ef(x), e−f(y) 在 [0, 1] 连续且非负，由 Cauchy 不等式：
� 1

0

ef(x)dx
� 1

0

e−f(y)dy ⩾
(� 1

0

ef(x)−f(x)dx
)2

= 1 

10.2.6 设 f(x) 为连续的奇函数，证明

�
|x|+|y|⩽1

ef(x+y)dxdy ⩾ 2.

证明: 设变换 φ :

 x = u− v

y = u+ v
,D′ = [−1

2
,
1

2
]× [−1

2
,
1

2
]

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(u, v)
= 2

�
|x|+|y|⩽1

ef(x+y)dxdy =

�
D′

2ef(2u)dudv

=

� 1
2

− 1
2

2dv
� 1

2

− 1
2

ef(2u)du

= 2

� 1
2

− 1
2

ef(2u)du

⩾
� 1

−1

(f(u) + 1)du = 2

10.2.7 设 f(t) 为连续函数，求证

�
D

f(x− y)dxdy =

� A

−A
f(t)(A− |t|)dt

其中 D 为: |x| ⩽ A

2
, |y| ⩽ A

2
, A > 0 为常数.

证明: 设变换 φ :

 x = u+ v

y = u− v
,D′ = {(u, v)|v ⩾ 0, |u|+ |v| ⩽ A

2
}, D′′ = {(u, v)|v ⩽ 0, |u|+ |v| ⩽ A

2
}

|J(φ)| = ∂(x, y)

∂(u, v)
= −2, σ(D′ ∩D′′) = 0

�
D

f(x− y)dxdy = 2

�
D′
f(2v)dudv + 2

�
D′′

f(2v)dudv

= 2

� A
2

0

f(2v)dv
� A

2 −v

v−A
2

du+ 2

� 0

−A
2

f(2v)dv
� A

2 +v

−v−A
2

du

=

� A

0

f(v)(A− v)dv +
� 0

−A
f(v)(A+ v)dv

=

� A

−A
f(t)(A− |t|)dt
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10.3 三重积分

10.3.1 计算下列三重积分

(3)
�

V

y cos (x+ z)dxdydz，V : 由 y =
√
x, y = x, x = 1, z = 0, x+ z =

π

2
围成.

解:
�

V

y cos (x+ z)dxdydz =
� 1

0

dx
� √

x

x

ydy
� π

2 −x

0

cos(x+ z)dz

=

� 1

0

x− x2

2
(1− sinx)dx

=
1

12
+

sin 1

2
− 1 + cos 1

=
sin 1

2
+ cos 1− 11

12

(4)
�

V

(a− y)dxdydz，V : 由 y = 0, z = 0, 2x+ y = a, x+ y = a, y + z = a 围成.

解:
�

V

(a− y)dxdydz =
� a

0

(a− y)dy
� a−y

a−y
2

dx
� a−y

0

dz

=

� a

0

(a− y)3

2
d(y − a)

=
a4

8

10.3.2 计算下列积分值

(2)
� R

−R
dx
� √

R2−x2

−
√
R2−x2

dy
� √

R2−x2−y2

0

(x2 + y2)dz

解:

� R

−R
dx
� √

R2−x2

−
√
R2−x2

dy
� √

R2−x2−y2

0

(x2 + y2)dz =
� R

−R
dx
� √

R2−x2

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2(x2 + y2)dy

=

�
[0,R]×[0,2π]

√
R2 − r2r3drdθ

= 2π

� R

0

√
R2 − r2r3dr

= π

� R2

0

a
√
R2 − ada

= −2

3
π

� R2

0

ad
(
(R2 − a)

3
2

)
=

2

3
πa(R2 − a)

3
2

∣∣∣∣0
R2

+
2

3
π

� R2

0

(
−2

5

)
d
(
(R2 − a)

5
2

)
=

4π

15
R5

(4)
� 1

0

dx
� √

1−x2

0

dy
� √

2−x2−y2

√
x2+y2

z2dz
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解: 设变换 φ :

 x = r cos θ

y = r sin θ
, (r, θ) ∈ D = [0, 1]× [0,

π

2
], |J(φ)| = r

� 1

0

dx
� √

1−x2

0

dy
� √

2−x2−y2

√
x2+y2

z2dz = 1

3

� 1

0

dx
� √

1−x2

0

(
(2− x2 − y2)

3
2 − (x2 + y2)

3
2

)
dy

=
1

3

�
D

(
(2− r2)

3
2 − r3

)
rdrdθ

=
π

6

� 1

0

(
(2− r2)

3
2 r − r4

)
dr

=
π

6

� 1

0

(
−d(r5)

5
+

(2− r2)
3
2

2
d(r2)

)

= − π

30
− π

30
(2− r2)

5
2

∣∣∣∣1
0

=
(2
√
2− 1)π

15

10.3.3 计算下列三重积分

(3)
�

V

√
x2 + y2dxdydz，V 由 x2 + y2 = z2, z = 1 围成.

解: 设 Dz = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ z2}，则：
�

V

√
x2 + y2dxdydz =

� 1

0

dz
�
Dz

√
x2 + y2dxdy

=

� 1

0

πz2dz

=
π

3

10.3.5 计算下列曲面围成的立体体积

(1) y = 0, z = 0, 3x+ y = 6, 3x+ 2y = 12, x+ y + z = 6.

解:
�

V

dxdydz =
� 6

0

dy
� 12−2y

3

6−y
3

dx
� 6−x−y

0

dz

=

� 6

0

dy
� 12−2y

3

6−y
3

(6− x− y)dx

=

� 6

0

(6− y)2

6
dy

= 12

(2) z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, y = x, y = x2

解:
�

V

dxdydz =
� 1

0

dx
� x

x2

dy
� 2x2+2y2

x2+y2
dz

=

� 1

0

dx
� x

x2

(x2 + y2)dy

=

� 1

0

(
4x3

3
− x4 − x6

3

)
dx
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=
3

35

(6) x2 + y2 + z2 = 2az, x2 + y2 = z2 （含 z 轴部分）.

解: V = {(x, y, z) |x2 + y2 ⩽ min{2az − z2, z2}}，当 a ⩾ 0 时：

σ (V ) =

�
V

dxdydz =
� a

0

dz
�
x2+y2⩽z2

dxdy +
� 2a

a

dz
�
x2+y2⩽2az−z2

dxdy

=

� a

0

πz2dz +
� 2a

a

π
(
2az − z2

)
dz

=
πa3

3
+

2πa3

3

= πa3

当 a < 0 时，同理可得 σ (V ) = −πa3，则 σ (V ) = π|a|3

(7) x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2
（含 z 轴部分）.

解: 易知 V = {(x, y, z) |x
2

a2
+
y2

b2
⩽ min{1− z2

c2
,
z2

c2
}, z ⩾ 0}。

设变换 ϕ :


x = ar cos θ

y = br sinφ

z = z

, |J (phi)| = ∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, z)
= abr，当 a, b, c > 0 时：

σ (V ) =

�
V

dxdydz =
� 2π

0

dθ

� c√
2

0

dz
� z

c

0

abrdr +
� c

c√
2

dz
� √

1− z2

c2

0

abrdr


=
πab

c2

(� c√
2

0

z2dz +
� c

c√
2

(
c2 − z2

)
dz
)

=
πab

c2

(
c3

6
√
2
+
c3

3
− c3

3
√
2
− c3

3
+

c3

6
√
2

)
=

(
2−

√
2
)

3
πabc

当 a, b, c 不全为正时，同理可得：σ (V ) =

(
2−

√
2
)

3
π|abc|，因此 σ (V ) =

(
2−

√
2
)

3
π|abc|

10.3.6 求函数 f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 在域 x2 + y2 + z2 ⩽ x+ y + z 内的平均值.

解: 易知 V = {(x, y, z) |x2+y2+z2 ⩽ x+y+z} = {(x, y, z) |
(
x− 1

2

)2

+

(
y − 1

2

)2

+

(
z − 1

2

)2

⩽
√
3

2
}

设变换 ϕ :


x = r sin θ cosφ+

1

2

y = r sin θ sinφ+
1

2

z = r cos θ + 1

2

, |J (ϕ)| = ∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, φ)
= r2 sin θ, (r, θ, φ) ∈ [0,

√
3

2
]×[0, π]×[0, 2π]

σ (V ) =
4π

3

(√
3

2

)3

=

√
3

2
π

�
V

f (x, y, z) dxdydz =
� 2π

0

dφ
� π

0

sin θdθ
� √

3
2

0

r2
(
r2 +

3

4
+ r (sin θ (sinφ+ cosφ) + cos θ)

)
dr
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=

� 2π

0

dφ
� π

0

sin θ
(
3
√
3

20
+

9

64
(sin θ (sinφ+ cosφ) + cos θ)

)
dθ

=

� 2π

0

(
3
√
3

10
+

9

128
π (sinφ+ cosφ) + 9

64
sin θ cos θ

)
dφ

=
3
√
3

5
π

则平均值：

f (x, y, z)
V

=

�
V
f (x, y, z) dxdydz

σ (V )
=

6

5

10.3.7 设 F (t) =

�
x2+y2+z2⩽t2

f
(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz，其中 f 为可微函数，求 F ′ (t).

解: 设变换 ϕ :


x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

, |J (ϕ)| = ∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, φ)
= r2 sin θ, (r, θ, φ) ∈ [0, |t|]× [0, π]× [0, 2π]

F (t) =

�
[0,|t|]×[0,π]×[0,2π]

f
(
r2
)
r2 sin θdrdθdφ = 4π

� |t|

0

f
(
r2
)
r2dr

则 F ′ (t) = 4πf
(
t2
)
t2 (t ⩾ 0)，由于 F (t) 为偶函数，则：

F ′ (t) =


4πf

(
t2
)
t2, t > 0

0, t = 0

−4πf
(
t2
)
t2, t < 0

= 4πf
(
t2
)
t|t|

10.3.8

证明:
�

x2+y2+z2⩽1

f (z) dv = π

� 1

−1

f (z)
(
1− z2

)
dz.

证明: �
x2+y2+z2⩽1

f (z) dv =

� 1

−1

dz
�
B(O,

√
1−z2)

f (z) dxdy =

� 1

−1

π
(
1− z2

)
f (z) dz

10.3.9 设函数 f (x, y, z) 连续，

证明: � b

a

dx
� x

a

dy
� y

a

f (x, y, z) dz =
� b

a

dz
� b

z

dy
� b

y

f (x, y, z) dx

证明: 设 V = {(x, y, z) |a ⩽ z ⩽ y ⩽ x ⩽ b}
一方面：

�
V

f (x, y, z) dxdydz =
� b

a

dx
� x

a

dy
� y

a

f (x, y, z) dz

另一方面：

�
V

f (x, y, z) dxdydz =
� b

a

dz
� b

z

dy
� b

y

f (x, y, z) dx

因此：

34



第十章 多变量函数的重积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

� b

a

dx
� x

a

dy
� y

a

f (x, y, z) dz =
� b

a

dz
� b

z

dy
� b

y

f (x, y, z) dx

10.4 n 重积分

10.4.1(3) 计算下列 n 重积分：

� 1

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

x1x2 · · ·xndxn

解:

 
� 1

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

x1x2 · · ·xndxn

=

� 1

0

x1dx1
� x1

0

x2dx2 · · ·
� xn−1

0

xndxn

=

� 1

0

x1dx1
� x1

0

x2dx2 · · ·
� xn−2

0

xn−1dxn−1
x2n−1

2

=

� 1

0

x1dx1
� x1

0

x2dx2 · · ·
� xn−3

0

xn−2dxn−2
x4n−2

2× 4

= · · ·

=

� 1

0

x1dx1
� x1

0

x2dx2 · · ·
� xn−k−1

0

xn−kdxn−k
x2kn−k
2kk!

=

� 1

0

x1dx1
x2n−2
1

2n−1(n− 1)!

=
1

2nn!

解: 设变换 (x1, x2, · · · , xn) = φ(t1, t2, · · · , tn) =
(
t1, t1t2, · · · ,

n∏
i=1

ti

)
, (t1, t2, · · · , tn) ∈ [0, 1]n，于是：

∣∣∣∣∂(x1, x2, · · · , xn)∂(t1, t2, · · · , tn)

∣∣∣∣
=| detJ(φ)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0

t2 t1 0 0 · · · 0

t3t2 t3t1 t2t1 0 · · · 0
...

...
...

... . . . ...∏
j ̸=1

tj
∏
j ̸=2

tj
∏
j ̸=3

tj
∏
j ̸=4

tj · · ·
∏
j ̸=n

tj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1
n∏
i=1

ti

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

t1 0 0 0 · · · 0

t1t2 t1t2 0 0 · · · 0

t1t2t3 t1t2t3 t1t2t3 0 · · · 0
...

...
...

... . . . ...
n∏
i=1

ti
n∏
i=1

ti
n∏
i=1

ti
n∏
i=1

ti · · ·
n∏
i=1

ti

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

n∏
i=1

tn−ii

� 1

0

dxn
� xn

0

dxn−1 · · ·
� x2

0

x1x2 · · ·xndx1
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=

� 1

0

tn−1
1 dt1

� 1

0

tn−2
2 dt2 · · ·

� 1

0

t0n

n∏
i=1

i∏
j=1

tidtn

=

n∏
i=1

� 1

0

t
2(n−i)+1
i dti

=

n∏
i=1

1

2(n− i)

=
1

2nn!

10.4.3 　设 f(x) 连续，

证明: � a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

� a

0

f(t)(a− t)n−1dt

证明: 由于 f(x) 连续，由 Newton − Lebniz 公式，f(x) 的任意变上限重积分均可导。设
g(a) =

� a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(xn)dxn −
1

(n− 1)!

� a

0

f(t)(a− t)n−1dt，易知 g(0) = 0，下面将 a 视

做变元。

又因为：

 d
da

(
1

(n− 1)!

� a

0

f(t)(a− t)n−1dt
)

=
1

(n− 1)!

d
da

(
n−1∑
k=0

Ckn−1a
k

� a

0

f(t)(−t)n−1−kdt
)

=
1

(n− 1)!

n−1∑
k=0

(
kCkn−1a

k−1

� a

0

f(t)(−t)n−1−kdt+ Ckn−1a
kf(a)(−a)n−1−k

)

=
1

(n− 1)!

n−1∑
k=1

(n− 2)Ck−1
n−2a

k−1

� a

0

f(t)(−t)n−1−kdt+ f(a)an−1

(n− 1)!
(1− 1)n−1

=
1

(n− 2)!

� a

0

f(t)(a− t)n−2dt

所以对于 k = 0, 1, · · · , n− 1：

g(k)(a) =

� a

0

dxk+1

� xk+1

0

dxk+2 · · ·
� xn−1

0

f(xn)dxn − 1

(n− 1− k)!

� a

0

f(t)(a− t)n−1−kdt

则：

∀k = 0, 1, 2, · · · , n− 1, ∀a : g(k)(0) = g(n)(a) = 0

由 Taylor 公式：

g(a) =

n−1∑
k=0

g(k)(0)ak

k!
+
g(n)(θa)an

n!
= 0

⇐⇒
� a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

� a

0

f(t)(a− t)n−1dt

36



第十章 多变量函数的重积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

10.4.4 设 f(x) 连续，

证明: � a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(x1)f(x2) · · · f(xn)dxn =
1

n!

(� a

0

f(t)dt
)n

证明: 当 n = 1 时：

� a

0

f(x1)dx1 =
1

1!

(� a

0

f(t)dt
)1

，成立。

假设 n = m 时成立，也即：

� a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(x1)f(x2) · · · f(xm)dxm − 1

m!

(� a

0

f(t)dt
)m

≡ 0

那么 n = m+ 1 时，将 a 视作变元，∀b：

� b

0

da
(� a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(x1)f(x2) · · · f(xm)dxm − 1

m!

(� a

0

f(t)dt
)m)

= 0

=⇒
� b

0

da
(� a

0

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xm−1

0

f(a)f(x1) · · · f(xm)dxm − 1

m!
f(a)

(� a

0

f(t)dt
)m)

= 0

⇐⇒
� b

0

dx1
� x1

1

dx2 · · ·
� xm

0

f(x1) · · · f(xm+1)dxm+1 −
1

(m+ 1)!

(� a

0

f(t)dt
)m+1

= 0

由 b 的任意性，知对 n = m+ 1 也成立。由数学归纳法，本题得证。

综合习题

10.3(1) 设 a > 0, b > 0，试求积分：

I1 =

� 1

0

sin
(

ln 1

x

)
xb − xa

lnx dx

解: 设 x = et, t ∈ [−∞, 0].

I1 =

� 1

0

sin
(

ln 1

x

)
xb − xa

lnx dx

=

� 1

0

sin
(

ln 1

x

) � b

a

xydydx

=

� b

a

dy
� 0

−∞
sin (−t) et(y+1)dt

≜
� b

a

Idy

I =

� 0

−∞
sin (−t) et(y+1)dt

=

� 0

−∞
et(y+1)d cos t

= et(y+1) cos t
∣∣∣∣0
−∞

−
� 0

−∞
cos t (y + 1) et(y+1)dt
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= 1−
� 0

−∞
(y + 1) et(y+1)d sin t

= 1− (y + 1) et(y+1) sin t
∣∣∣∣0
−∞

+

� 0

−∞
(y + 1)

2
et(y+1) sin tdt

= 1− (y + 1)
2
I

=⇒ I1 =

� b

a

1

1 + (y + 1)
2 dy = arctan (b+ 1)− arctan (a+ 1)

10.6 计算曲面
(
x2 + y2

)2
+ z4 = y 所围成的体积 V .

解: 设变换 ϕ :


x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

, |J (ϕ)| = ∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, φ)
= r2 sin θ, (r, θ, φ) ∈ [0,+∞]× [0, π]× [0, 2π]

(
x2 + y2

)2
+ z4 ⩽ y ⇐⇒ r4

(
sin4 θ + cos4 θ

)
⩽ r sin θ sinφ ⇐⇒ 0 ⩽ r ⩽

(
sin θ sinφ

sin4 θ + cos4 θ

) 1
3

σ (V ) =

� 2π

0

dφ
� π

0

sin θdθ
� (

sin θ sin φ

sin4 θ+cos4 θ

) 1
3

0

r2dr

=
1

3

� 2π

0

dφ
� π

0

sin2 θ sinφ
sin4 θ + cos4 θ

dθ

=
2

3

� π

0

sin2 θ

sin4 θ + cos4 θ
dθ

=
1

3

� π

0

sin2 θ

sin4 θ + cos4 θ
dθ + 1

3

� π
2

π
2

cos2 θ
sin4 θ + cos4 θ

dθ

=
1

3

� π

0

sin2 θ + cos2 θ
sin4 θ + cos4 θ

dθ

=
4

3

� π
2

−π
2

1

3 + cos 2θdθ

=
1

3

� +∞

−∞

1

3 + 1−t2
1+t2

dt
t2 + 1

=
2

3

� +∞

−∞

dt
t2 + 2

=

√
2

3
π

10.7

证明:
�

[0,1]2
(xy)

xy dxdy =

� 1

0

ttdt.

证明: 设变换 ϕ :

 xy = u

y = v
, |J (ϕ)| = ∂ (x, y)

∂ (u, v)
=

1

v
, 0 ⩽ u ⩽ v ⩽ 1，考虑反常积分：

�
[0,1]2

(xy)
xy dxdy =

� 1

0

uudu
� 1

u

1

v
dv

=

� 1

0

uu (− lnu) du
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=

� 1

0

uu (du− d (u lnu))

=

� 1

0

ttdt−
� 1

0

eu lnud (u lnu)

=

� 1

0

ttdt

10.8 设 a, b 是不全为 0 的常数，求证：

�
x2+y2⩽1

f (ax+ by + c) dxdy = 2

� 1

−1

√
1− t2f

(
t
√
a2 + b2 + c

)
dt

证明: 设变换

(
x

y

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
u

v

)
,

∣∣∣∣∣cosφ − sinφ
sinφ cosφ

∣∣∣∣∣ = 1，则 ax + by = u
√
a2 + b2, (u, v) ∈

B (O, 1).

�
x2+y2⩽1

f (ax+ by + c) dxdy =

�
u2+v2⩽1

f
(
u
√
a2 + b2 + c

)
dudv

=

� 1

−1

du
� √

1−u2

−
√
1−u2

f
(
u
√
a2 + b2 + c

)
dudv

= 2

� 1

−1

√
1− t2f

(
t
√
a2 + b2 + c

)
dt

10.12 设 f(x1, x2, · · · , xn) 为 n 元的连续函数，

证明:
� b

a

dx1
� x1

0

dx2 · · ·
� xn−1

0

f(x1, x2, · · · , xn)dxn =

� b

a

dxn
� b

xn

dxn−1 · · ·
� b

x2

f(x1, x2, · · · , xn)dxn

证明: 设有界闭区域 V =
{
(x1, x2, · · · , xn)

∣∣a ⩽ xn ⩽ · · · ⩽ x2 ⩽ x1 ⩽ b
}

则 LHS =

�
V

f(x)dσ = RHS
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11.1 数量场在曲线上的积分

定理 11.1: 第一型曲线积分
对于分段光滑的曲线 L，设它的分段光滑的参数表示为

r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k, t ∈ [α, β]

且满足 r′(t) 6= 0。设曲线上有可积数量场 φ(x, y, z)，则数量场在曲线上的积分为：

�
L

φds =
� β

α

φ(r(t)) |r′(t)| dt

11.1.1 计算下列曲线的弧长

(4) z2 = 2ax 与 9y2 = 16xz 的交线，由点 O (0, 0, 0) 到点 A
(
2a, 8a3 , 2a

)
.

解: 若 a ⩾ 0，则 x, z ⩾ 0, z =
√
2ax, y = 4

√
xz
3 = 4

3 (2a)
1
4 x

3
4

�
L

ds =
� 2a

0

√
1 +

(
dy
dx

)2

+

(
dz
dx

)2

dx

=

� 2a

0

√
1 +

√
2a

x
+

a

2x
dx

=

� 2a

0

(
1 +

√
a

2x

)
dx

=4a

若 a ⩽ 0，则由对称性知：
�
L

ds = −4a

因此，s =
�
L

ds = 4|a|
(5) 4ax = (y + z)

2
与 4x2 + 3y2 = 3z2 的交线，由原点到点 M (x, y, z) (a > 0, z ⩾ 0).

解: 设变换 φ :

 x =
√
3
2 r cos θ

y = r sin θ
, ∂(x,y)∂(r,θ) =

√
3
2 r，代入

 4ax = (y + z)
2

4x2 + 3y2 = 3z2
解得：r = 2

√
3a cos θ

(1+sin θ)2，于是
x = 3a cos2 θ

(1+sin θ)2

y = 2
√
3a sin θ cos θ
(1+sin θ)2

z = 2
√
3a cos θ

(1+sin θ)2

，由 x ⩾ 0 知 θ ∈
(
−π

2 ,
π
2

]
.



dx
dθ =

−6a cos θ
(1 + sin θ)2

dy
dθ =

2
√
3a (1− 2 sin θ)
(1 + sin θ)2

dz
dθ =

2
√
3a (sin θ − 2)

(1 + sin θ)2
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=⇒ ds =

√(
dx
dθ

)2

+

(
dy
dθ

)2

+

(
dz
dθ

)2

dθ

=
a

(1 + sin θ)2
√

36 cos2 θ + 12 (1− 2 sin θ)2 + 12 (sin θ − 2)
2dθ

=
a

(1 + sin θ)2
√

24 sin2 θ − 96 sin θ + 96dθ

=
2
√
6a (2− sin θ)
(1 + sin θ)2

dθ

由 x =
√
3
2 r cos θ 解得 θ = arcsin 3a−x

3a+x。令 t = tan θ
2 = sin θ

1+cos θ , dθ =
2dt
t2+1，我们易得：

�
2− sin θ

(1 + sin θ)2
dθ =

�
2− 2t

t2+1(
1 + 2t

t2+1

)2 2dt
t2 + 1

=4

�
t2 − t+ 2

(t+ 1)
4 dt

=4

�
t2 + 2t+ 1− 3t− 3 + 3

(t+ 1)
4 dt

=4

� (
1

(t+ 1)
2 − 3

(t+ 1)
3 +

3

(t+ 1)
4

)
dt

=
−4

t+ 1
+

6

(t+ 1)
2 − 4

(t+ 1)
3 + C

=− 4t2 + 2t+ 2

(t+ 1)
3 + C

=−
4
(

sin θ
1+cos θ

)2
+ 2 sin θ

1+cos θ + 2(
1 + sin θ

1+cos θ

)3 + C

=− 2
(cos θ + 1)

2
(sin θ + 3− cos θ)

(sin θ + cos θ + 1)
3 + C

s (x) =2
√
6a

� π
2

arcsin 3a−x
3a+x

2− sin θ
(1 + sin θ)2

dθ

=
4
√
6 (cos θ + 1)

2
(cos θ − sin θ − 3)

(sin θ + cos θ + 1)
3

∣∣∣∣∣
π
2

arcsin 3a−x
3a+x

=4
√
6a

−1

2
−

(
1 + 2

√
3ax

3a+x

)2 (
2
√
3ax

3a+x − 3a−x
3a+x − 3

)
(
1 + 2

√
3ax

3a+x + 3a−x
3a+x

)3


=4
√
6a

(
−1

2
−
(
3a+ x+ 2

√
3ax

)2 (
2
√
3ax− 12a− 2x

)(
6a+ 2

√
3ax

)3
)

=4
√
6a

(
−1

2
−
(√

3a+
√
x
)4 (

2
√
3ax− 12a− 2x

)(
2
√
3a
)3 (√

x+
√
3a
)3

)

=4
√
6a

2x
√
x+ 6a

√
x

24a
√
3a

=

√
2x (x+ 3a)

3
√
a
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另

解: 易知 z =
√
y2 + 4

3x
2, 4ax =

(
y +

√
y2 + 4

3x
2
)2

= 2y2 + 4
3x

2 + 2y
√
y2 + 4

3x
2

移项得 y
√
y2 + 4

3x
2 = 2ax − y2 − 2

3x
2，两边平方得 4ax2 + 4

9x
4 = 4axy2 + 8

3ax
3，化简得 y2 =

1
9ax

3 − 2
3x

2 + ax = x(x−3a)2

9a ，因此 y = ±
√
x

3
√
a
(x− 3a) , x ⩾ 0

代入 z =
√
y2 + 4

3x
2 得：z =

√
x

3
√
a
(x+ 3a)，再代入 4ax = (y + z)

2
得 y =

√
x

3
√
a
(3a− x)

dy
dx =

3a− x

6
√
ax

−
√
x

3
√
a
=
a− x

2
√
ax

dz
dx =

3a+ x

6
√
ax

+

√
x

3
√
a
=
a+ x

2
√
ax

=⇒ ds =

√
1 +

(
dy
dx

)2

+

(
dz
dx

)2

dx =
a+ x√
2ax

dx

s (x) =

� x

0

ds =
� x

0

a+ u√
2au

du =

√
2x (x+ 3a)

3
√
a

11.1.2 计算下列曲线积分

(4)
�
L

ds
x−y，L : 联结点 A (0,−2) 到点 B (4, 0) 的直线段.

解: 设 L : r (t) = 4ti+ (2t− 2) j, t ∈ [0, 1]ds = 2
√
5dt

�
L

ds
x− y

=

� 1

0

2
√
5dt

2t+ 2
=

√
5 ln 2

(6)
�
L
e
√
x2+y2ds，L : 由曲线 r = a, φ = 0, φ = π

4 所围成的区域边界.

解: 设 L1 : φ = 0, r = t ∈ [0, a];L2 : r = a, φ = t ∈ [0, π4 ];L3 : r = a− t, t ∈ [0, a], φ = π
4

易知 L = L1 ∪ L2 ∪ L3，则：

�
L

e
√
x2+y2ds

=

�
L1

e
√
x2+y2ds+

�
L2

e
√
x2+y2ds+

�
L3

e
√
x2+y2ds

=ea − 1 +
π

4
aea + ea − 1

=
(π
4
a+ 2

)
ea − 2

(8)
�
L
zds，L 是圆锥螺线 x = t cos t, y = t sin t, z = t (0 ⩽ t ⩽ t0).

解:

ds =

√(
dx
dt

)2

+

(
dy
dt

)2

+

(
dz
dt

)2

dt =
√
t2 + 2dt

�
L

zds =
� t0

0

t
√
t2 + 2dt =

(
t20 + 2

) 3
2 − 2

√
2

3

(9)
�
L
x
√
x2 − y2ds，L : 双纽线

(
x2 + y2

)2
= a2

(
x2 − y2

)
的 x ⩾ 0 的一半.

解: 设

 x = r cos θ

y = r sin θ
，则 r4 = a2r2 cos 2θ，由于 r ⩾ 0，所以 r = |a|

√
cos 2θ, θ ∈ [−π

4 ,
π
4 ]

ds =

√
a2 cos 2θ + a2

sin2 2θ

cos 2θ dθ = |a|√
cos 2θ

dθ
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�
L

x
√
x2 − y2ds =

� π
4

−π
4

r2 cos θ|a|dθ

=

� π
4

−π
4

|a3| cos 2θ cos θdθ

=
|a3|
2

� π
4

−π
4

(cos θ − cos 3θ) dθ

=

√
2

3
|a3|

(10)
�
L

(
x2 + y2 + z2

)n ds，L : 圆周 x2 + y2 = a2, z = 0.

解: 易知 x2 + y2 + z2 ≡ a2，因此：

�
L

(
x2 + y2 + z2

)n ds =
�

02πa2n|a|dθ = 2π|a|2n+1

(12)
�
L
(xy + yz + zx) ds，L : 圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0.

解: 易知平面 x+ y+ z = 0 的一个单位法向量为 e3 =
(√

3
3 ,

√
3
3 ,

√
3
3

)
，我们取垂直于 e3 的两个互相垂直

的单位向量 e1 =
(√

6
6 ,−

√
6
3 ,

√
6
6

)
, e2 =

(√
2
2 , 0,−

√
2
2

)
，设圆周参数方程 r (θ) = |a| cos θe1 + |a| sin θe2 =

|a|
(√

6
6 cos θ +

√
2
2 sin θ,−

√
6
3 cos θ,

√
6
6 cos θ −

√
2
2 sin θ

)
�
L

(xy + yz + zx) ds =
� 2π

0

|a3|
(
−1

2
cos2 θ − 1

2
sin2 θ

)
dθ = −π|a|3

11.2 数量场在曲面上的积分

定理 11.2: 第一型曲面积分
设 S 是一张光滑的参数曲面：

r = r(u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k, (u, v) ∈ D

且满足 r(u, v) 在 D 上光滑，且 ∂r
∂u × ∂r

∂v 6= 0，D 是 R2 中的有界区域。设曲面 S 上有可积数量场

φ(x, y, z)，那么： �
S

vdS =

�
D

v(r(u, v))

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv
11.2.1 求下列曲面在指定部分的面积

(1) 锥面 z =
√
x2 + y2 包含在圆柱 x2 + y2 = 2x 内的部分.

解: ：设

 x = r cos θ

y = r sin θ
，由 r2 ⩽ 2 cos θ 得 0 ⩽ r ⩽ 2 cos θ, θ ∈ [−π

2 ,
π
2 ]

S =

� π
2

−π
2

dθ
� 2 cos θ

0

∣∣∣∣∂ (r cos θ, r sin θ, r)
∂r

× ∂ (r cos θ, r sin θ, r)
∂θ

∣∣∣∣ dr
=

� π
2

−π
2

dθ
� 2 cos θ

0

|(cos θ, sin θ, 1)× (−r sin θ, r cos θ, 0)| dr

=

� π
2

−π
2

dθ
� 2 cos θ

0

|(−r cos θ,−r sin θ, r)| dr
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=

� π
2

−π
2

dθ
� 2 cos θ

0

√
2rdr

=

� π
2

−π
2

√
2 (cos 2θ + 1) dθ

=
√
2π

(4) 球面 x2 + y2 + z2 = 3a2 和抛物面 x2 + y2 = 2az (z ⩾ 0) 所围成的立体的全表面.

解: ：设

 x = r cos θ

y = r sin θ
，则知围成部分上表面满足 z =

√
3a2 − r2，下表面满足 z = r2

2a，(r, θ) ∈

[0,
√
2a]× [0, 2π]

∣∣∣∣∣∂
(
r cos θ, r sin θ,

√
3a2 − r2

)
∂r

×
∂
(
r cos θ, r sin θ,

√
3a2 − r2

)
∂θ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(cos θ, sin θ, −r√
3a2 − r2

)
× (−r sin θ, r cos θ, 0)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣( r2 cos θ√
3a2 − r2

,
r2 sin θ√
3a2 − r2

, r

)∣∣∣∣
=

√
3ar√

3a2 − r2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂

(
r cos θ, r sin θ, r

2

2a

)
∂r

×
∂

(
r cos θ, r sin θ, r

2

2a

)
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣(cos θ, sin θ, r

a

)
× (−r sin θ, r cos θ, 0)

∣∣∣
=

∣∣∣∣(−r2a cos θ, r
2

a
sin θ, r

)∣∣∣∣
=
r

a

√
r2 + a2

S =

� 2π

0

dθ
� √

2a

0

( √
3ar√

3a2 − r2
+
r

a

√
r2 + a2

)
dr

= π

� √
2a

0

( √
3a√

3a2 − r2
+

√
a2 + r2

a

)
d
(
r2
)

=
16

3
πa2

(6) 锥面 z2 = x2 + y2 被 Oxy 平面和 z =
√
2
(
x
2 + 1

)
所截下的部分.

解: ：设

 x = r cos θ

y = r sin θ
，则知围成部分上表面满足 z = r cos θ√

2
+
√
2，下表面满足 z = r，由 r cos θ√

2
+
√
2 ⩾ r

得 0 ⩽ r ⩽ 2√
2−cos θ .

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂

(
r cos θ, r sin θ, r cos θ√

2
+
√
2

)
∂r

×
∂

(
r cos θ, r sin θ, r cos θ√

2
+

√
2

)
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣(cos θ, sin θ, cos θ√
2

)
×
(
−r sin θ, r cos θ,−r sin θ√

2

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(− r√
2
, 0, r

)∣∣∣∣
=

√
6

2
r

∣∣∣∣∂ (r cos θ, r sin θ, r)
∂r

× ∂ (r cos θ, r sin θ, r)
∂θ

∣∣∣∣
= |(cos θ, sin θ, 1)× (−r sin θ, r cos θ, 0)|

= |(−r cos θ,−r sin θ, r)|

=
√
2r

S =

� 2π

0

dθ
� 2√

2−cos θ

0

(√
6

2
r +

√
2r

)
dr

=
(√

6 + 2
√
2
) � 2π

0

dθ(√
2− cos θ

)2
=
(√

6 + 2
√
2
) � π

0

(
1(√

2− cos θ
)2 +

1(√
2 + cos θ

)2
)

dθ

=
(√

6 + 2
√
2
) � π

0

4 + 2 cos2 θ
(2− cos2 θ)2

dθ

=
(
2
√
6 + 4

√
2
) � π

2

0

4 + 2 cos2 θ
(2− cos2 θ)2

dθ

=
(
8
√
6 + 16

√
2
) � π

2

0

5 + cos 2θ
(3− cos 2θ)2

dθ

=
(
8
√
6 + 16

√
2
) � +∞

0

5 +
1− t2

t2 + 1(
3− 1− t2

t2 + 1

)2

1

t2 + 1
dt

=
(
4
√
6 + 8

√
2
) � +∞

0

(
1

2t2 + 1
+

2

(2t2 + 1)
2

)
dt

=
(
4
√
6 + 8

√
2
) √

2

2
arctan x√

2

∣∣∣∣+∞

0

+
(
8
√
6 + 16

√
2
) � π

2

0

√
2

2
sec2 φ

sec4 φ dφ

=
(
2
√
3 + 4

)
π +

(
8
√
6 + 16

√
2
) � π

2

0

cos2 φ√
2

dφ

=
(
4
√
3 + 8

)
π

(8) 曲面
(
x2 + y2 + z2

)2
= 2a2xy 的全部.

解: ：设


x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sin θ

z = r cos θ

，由 r4 = a2r2 sin2 θ sin 2φ 得 r = |a| sin θ
√

sin 2φ,φ ∈ [0, π2 ].

(x, y, z) =
(
|a| sin2 θ

√
sin 2φ cosφ, |a| sin2 θ

√
sin 2φ sinφ, |a| sin θ cos θ

√
sin 2θ

)
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
∂ (x, y, z)

∂φ
= |a|

(
cos 3φ sin2 θ√

sin 2θ
,
sin 3φ sin2 θ√

sin 2θ
,
cos 2φ sin θ cos θ√

sin 2θ

)
∂ (x, y, z)

∂θ
= |a|

(
sin 2θ

√
sin 2φ cosφ, sin 2θ

√
sin 2φ sinφ, cos 2θ

√
sin 2φ

)

S =

� π
2

0

dφ
� π

0

∣∣∣∣∂ (x, y, z)∂φ
× ∂ (x, y, z)

∂θ

∣∣∣∣ dθ
=

� π
2

0

dφ
� π

0

a2
√

sin4 θdθ

= a2
π

2

� π

0

1− cos 2θ
2

dθ

=
π2

4
a2

11.2.2 计算下列曲面积分

(1)
�
S

(x+ y + z) dS，S : 立方体 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1, 0 ⩽ z ⩽ 1 的全表面.

解: ：注意到：x, y, z 是对称的。因此：

�
S

(x+ y + z) dS = 3

�
[0,1]2

(y + z + 1 + y + z + 0) dydz

= 3

� 1

0

dy
� 1

0

(2y + 2z + 1) dz

= 3

� 1

0

(2y + 2) dy

= 9

(5)
�
S

(
x4 − y4 + y2z2 − x2z2 + 1

)
dS，S : 圆锥 z =

√
x2 + y2 被柱面 x2 + y2 = 2x 所截下的部分.

解: ：设


x = r cos θ

y = r sin θ

z = r

，由 x2 + y2 ⩽ 2x 得 r ⩽ 2 cos θ, θ ∈ [−π
2 ,

π
2 ]

∣∣∣∣∂ (r cos θ, r sin θ, r)
∂r

× ∂ (r cos θ, r sin θ, r)
∂θ

∣∣∣∣
= |(cos θ, sin θ, 1)× (−r sin θ, r cos θ, 0)|

= |(−r cos θ,−r sin θ, r)|

=
√
2r

�
S

(
x4 − y4 + y2z2 − x2z2 + 1

)
dS

=

�
S

dS

=

� π
2

−π
2

dθ
� 2 cos θ

0

√
2rdr

=

� π
2

−π
2

2
√
2 cos2 θdθ
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=
√
2π

(6)
�
S

dS
r2
，S : 圆柱面 x2 + y2 = R2 界于平面 z = 0 和 z = H 之间的部分，r 是 S 上的点到原点

的距离.

解: ：由对称性：

�
S

dS
r2

= 4

�
S∩[0,+∞)2

1

r2
dS

= 4

� |H|

0

dz
� |R|

0

1

r2

∣∣∣∣∣∂
(
x,

√
z2 − x2, z

)
∂x

×
∂
(
x,

√
R2 − x2, z

)
∂z

∣∣∣∣∣ dx
= 4

� |H|

0

dz
� |R|

0

1

r2

∣∣∣∣(1, −x√
R2 − x2

, 0

)
× (0, 0, 1)

∣∣∣∣ dx
= 4

� |H|

0

dz
� |R|

0

1

r2

∣∣∣∣( −x√
R2 − x2

,−1, 0

)∣∣∣∣ dx
= 4

� |H|

0

dz
� |R|

0

1

z2 +R2

|R|√
R2 − x2

dx

= 4

� |H|

0

1

z2 +R2
dz
� |R|

0

|R|√
R2 − x2

dx

=
4

|R|
arctan |H

R
| arcsin 1|R|

=
π

2
arctan |H

R
|

(7)
�
S

|xyz|dS，S 为曲面 z = x2 + y2 介于二平面 z = 0 和 z = 1 间的部分.

解: ：由对称性：

�
S

|xyz|dS = 4

�
S∩[0,+∞)2

xyzdS

= 4

� 1

0

dx
� √

1−x2

0

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dy

= 4

� 1

0

dx
� √

1−x2

0

√
1 + 4x2 + 4y2dy

= 4

� π
2

0

dθ
� 1

0

√
1 + 4r2rdr

= π

� 1

0

√
1 + 4r2d

(
r2
)

=
π

6

(
5
√
5− 1

)
11.2.4 设 G 是平面 Ax+By +Cz +D = 0 (C 6= 0) 上的一个有界闭区域，它在 Oxy 平面上的投影是

G1，试证
G的面积
G1的面积

=
√

A2+B2+C2

C2 .

证明: ：易知：z = −D−Ax−By
C ，因此：

σ (G) =

�
G

dS
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=

�
G

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy

=

√
A2 +B2 + C2

C2

�
G

dxdy

=

√
A2 +B2 + C2

C2

�
G1

dxdy

=

√
A2 +B2 + C2

C2
σ (G1)

=⇒ G的面积

G1的面积
=

√
A2 +B2 + C2

C2

11.3 向量场在曲线上的积分

定理 11.3: 第二型曲线积分
对于分段光滑的曲线 L，设它的分段光滑的参数表示为

r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k, t ∈ [α, β]

且满足 r′(t) 6= 0，t是曲线的正向参数。设曲线上有可积向量场 v(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+

R(x, y, z)k，则向量场在曲线上的积分为：

� β

α

v(r(t)) · dr(t) =
�
L

(P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz)

定理 11.4: Green 公式
设 D 是有线条逐段光滑的封闭曲线 L 围成的平面区域（因此 L = ∂D），v = P (x, y)i+Q(x, y)j 是

D 上的光滑向量场，则 �
∂D

Pdx+Qdy =

�
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

其中曲线积分的方向为 L = ∂D 的“逆时针”方向，也即与 z 轴成右手螺旋.

证明: 对于 D，分割成有限块单连通的 Di 的并 D = ∪ni=1Di，其中 Di 没有公共的内点，每个 Di 的边

界 ∂Di 都是逐段光滑的曲线，取相同于 D 的正方向。由积分的可加性知，只需证明积分在每一块这样的

Di 上成立，则在 D 上成立。

这是因为：∀∂Di，它的一部分要么在 D 内，要么是 ∂D 的一部分，因此内部的 ∂Di 会被从两个相

反的方向各积分一次，相互抵消，而 ∂D 正好被按正方向积分了一次。

易证，对于曲边矩形 Dy = { (x, y)|φ1(x) ⩽ y ⩽ φ2(x), a ⩽ x ⩽ b}，有：
�
∂Dy

Pdx = −
�
Dy

∂P

∂y
dxdy

同时，对于曲边矩形 Dx = { (x, y)|φ1(y) ⩽ x ⩽ φ2(y), a ⩽ y ⩽ b}，有：
�
∂Dx

Qdy =

�
Dy

∂Q

∂x
dxdy

设 D 是一类既可以分割成有限个 Dx 型的曲边矩形，又可以分割成有限个 Dy 型的曲边矩形的平面

区域，那么在 D 上，原式即成立。
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推广 考虑 D ⊂ R2 上的向量场 v，由微分形式 ω1
v = Pdx+Qdy + Rdz, dω1

v = ω2
∇×v，则 Green 公式

也可以表达为： �
∂D

ω1
v =

�
D

dω1
v

11.3.1 计算下列第二型曲线积分.
(2)
�
L

dx+ dy
|x|+ |y|

，L 是沿正方形 A (1, 0) , B (0, 1) , C (−1, 0) , D (0,−1) 逆时针一周的路径.

解: 易知 ∀ (x, y) ∈ L, |x|+ |y| = 1，因此

�
L

dx+ dy
|x|+ |y|

=

�
L

(dx+ dy) = 0

(4)
�
L

(
y2dx+ xydy + xzdz

)
，L 是从 O (0, 0, 0) 到 A (1, 0, 0) 再到 B (1, 1, 0) 最后到 C (1, 1, 1) 的折

线段.

解:
�
L

(
y2dx+ xydy + xzdz

)
=

(�
LOA

+

�
LAB

+

�
LBC

)(
y2dx+ xydy + xzdz

)
=

� 1

0

(0 + tdt+ tdt)

=1

(6)
�
L

(ydx+ zdy + xdz)，L 是 x+ y = 2 与 x2 + y2 + z2 = 2 (x+ y) 的交线，从原点看去是顺时针

方向.

解: 易知交线

 x+ y = 2

(x− 1)
2
+ (y − 1)

2
+ z2 = 2

，设


x = 1− cos θ

y = 1 + cos θ

z =
√
2 sin θ

, θ ∈ [0, 2π]，由于从原点看去是顺

时针方向，所以 θ 从 0 积分到 2π.

�
L

(ydx+ zdy + xdz)

=

� 2π

0

(
(1 + cos θ) sin θ −

√
2 sin2 θ +

√
2 (1− cos θ) cos θ

)
dθ

=

� 2π

0

(
sin θ −

√
2 + sin θ cos θ +

√
2 cos θ

)
dθ

=− 2
√
2π

11.3.2 求向量场 v = (y + z) i + (z + x) j + (x+ y)k 沿曲线 L : x = a sin2 t, y = 2a sin t cos t, z =

a cos2 t (0 ⩽ t ⩽ π) 参数增加方向的曲线积分.

解:
�
L

v · dr

=a2
� π

0

((
2 sin t cos t+ cos2 t

)
2 sin t cos t+ 2

(
cos2 t− sin2 t

)
+
(
sin2 t+ 2 sin t cos t

)
(−2 sin t cos t)

)
dt
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=2a2
� π

0

(
cos2 t− sin2 t

)
(1 + sin 2t) dt

=a2
� π

0

(1 + sin 2t) d sin 2t

=0

11.3.4 利用 Green 公式，计算下列曲线积分.
(1)
�
L

(x+ y)
2 dx+

(
x2 − y2

)
dy，L 是顶点为 A (1, 1) , B (3, 3) , C (3, 5) 的三角形的周界，沿反时针

方向.

解: 设 D = { (x, y)| 1 ⩽ x ⩽ 3, x ⩽ y ⩽ 2x− 1}，由 Green 公式：

�
L

(x+ y)
2 dx+

(
x2 − y2

)
dy

=

�
D

(
∂
(
x2 − y2

)
∂x

− ∂ (x+ y)
2

∂y

)
dxdy

=

� 3

1

dx
� 2x−1

x

(2x− 2 (x+ y)) dy

=

� 3

1

(
−3x2 + 4x− 1

)
dx

=− 12

(3)
�
L

(
yx3 + ey

)
dx+

(
xy3 + xey − 2y

)
dy，L 是对称于两坐标轴的闭曲线.

解: 设 D1 ⊂ D =
{
L围成的区域

}
，D1 关于 y 轴，原点，x 轴，的对称分别为 D2, D3, D4，且满足

D = ∪4
i=1Di, σ (D) =

4∑
i=1

σ (Di)，设 P (x, y) = yx3 + ey, Q (x, y) = xy3 + xey − 2y，由 Green 公式：

�
L

(
yx3 + ey

)
dx+

(
xy3 + xey − 2y

)
dy

=

(�
∂D1

+

�
∂D2

+

�
∂D3

+

�
∂D4

)
(P (x, y) dx+Q (x, y) dy)

=

�
D1

(
∂Q (x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dσ +

�
D1

(
∂Q (−x, y)
∂ (−x)

− ∂P (−x, y)
∂y

)
dσ

+

�
D1

(
∂Q (−x,−y)
∂ (−x)

− ∂P (−x,−y)
∂ (−y)

)
dσ +

�
D1

(
∂Q (x,−y)

∂x
− ∂P (x,−y)

∂ (−y)

)
dσ

=

�
D1

∂

∂x
(Q (x, y)−Q (−x, y)−Q (−x,−y) +Q (x,−y))

− ∂

∂y
(P (x, y) + P (−x, y)− P (−x,−y)− P (x,−y)) dσ

=

�
D1

(
2e−y + 2ey − 2e−y − 2ey

)
σ

=0

(5)
�
AMB

(
x2 + 2xy − y2

)
dx +

(
x2 − 2xy + y2

)
dy，L 是从点 A (0,−1) 沿直线 y = x − 1 到点

M (1, 0)，再从 M 沿圆周 x2 + y2 = 1 到点 B (0, 1).

解: 设 P (x, y) = x2 + 2xy − y2, Q (x, y) = x2 − 2xy + y2
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�
AMB

(
x2 + 2xy − y2

)
dx+

(
x2 − 2xy + y2

)
dy

=

� 1

0

(P (x, x− 1) +Q (x, x− 1)) dx+

� π
2

0

(P (cos θ, sin θ) (− sin θ) +Q (cos θ, sin θ) cos θ) dθ

=

� 1

0

2x2dx+

� π
2

0

(
− sin 3θ +

cos 3θ
2

+
cos θ
2

)
dθ

=
2

3
+

(
cos 3θ

3
+

sin 3θ

6
+

sin θ
2

)∣∣∣∣π2
0

=
2

3

11.3.6 计算曲线积分

�
L

−ydx+ xdy
x2 + y2

(1) L 为从点 A (−a, 0) 沿圆周 y =
√
a2 − x2 到点 B (a, 0) , a > 0.

解: 设 P (x, y) = −y
x2+y2 , Q (x, y) = x

x2+y2

�
L

−ydx+ xdy
x2 + y2

=

� 0

π

−a sin θ (−a sin θ) + a2 cos2 θ
a2

dθ

=

� 0

π

dθ

=− π

(2) L 为从点 A (−1, 0) 沿抛物线 y = 4− (x− 1)
2
到点 B (3, 0).

解: 设 r (x) = (r (θ) cos θ, r (θ) sin θ) , r ⩾ 0, P (x, y) = −y
x2+y2 , Q (x, y) = x

x2+y2，设路径与 x 轴围成的区

域为 D =
{
(x, y)| 0 ⩽ y ⩽ 4− (x− 1)

2
, x2 + y2 ⩾ a2, a > 0

}
，设 ℓ = ∂B (O, a) ∪ (R× (0,+∞))，方向

为顺时针。

取 a 足够小，由于在 D 内 ∂Q
∂x − ∂P

∂y = 0，∂D 的路径是顺时针的，由 Green 公式：

�
L

−ydx+ xdy
x2 + y2

=

(
−
�
D

+

�
ℓ

+

� (−a,0)

(−1,0)

+

� (3,0)

(a,0)

)
(Pdx+Qdy)

=− 0− π + 0 + 0

=− π

11.3.7 设 D 是平面上由简单闭曲线 L 围成的区域.
(1) (第二 Green 公式) 如果 f (x, y) 有连续的二阶导数，证明

�
L

∂f

∂n
ds =

�
D

∆fdxdy，这里 n 是

曲线 L 的单位外法向量，∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 称为二维的 Laplace 算子。因此，当 f 满足方程 ∆f = 0 时，有�
L

∂f

∂n
ds = 0.（提示：设单位外法向量为 n = cosαi + cosβj，则平面曲线 L 指向逆时针方向的单位切

向量为 τ = − cosβi+ cosαj）.

证明: 设 L 的正向单位切向量为 τ = cos θi+ sin θj，则单位外法向量 n = sin θi− cos θj，由 Green 公
式：
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�
L

∂f

∂n
ds =

�
L

(
∂f

∂x
sin θ − ∂f

∂y
cos θ

)
ds

=

�
∂D

−∂f
∂y

dx+
∂f

∂x
dy

=

�
D

(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)
dxdy

=

�
D

∆fdxdy

(2) 如果 α 是单位常向量，

证明:
�
L

cos (α,n) ds = 0

证明: 设 f (x, y) 满足 ∇f = α = cosβi+ sinβj，β 为常值，则 ∆f = 0

�
L

cos (α,n) ds =
�
l

αn

|α||n|
ds

=

�
L

∂f

∂n
ds

=

�
D

∆fdxdy

= 0

(3) 如果 u (x, y) , v (x, y) 有连续的二阶导数，证明下列第二 Green 公式：
�
L

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
ds =

�
D

(v∆u− u∆v) dxdy

证明: 设 L 的正向单位切向量为 τ = cos θi+ sin θj，则单位外法向量 n = sin θi− cos θj。由 Green 公
式：

�
L

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
ds

=

�
L

(v∇u− u∇v)· (dyi− dxj)

=

�
L

(
u
∂v

∂y
− v

∂u

∂y

)
dx+

(
v
∂u

∂x
− u

∂v

∂x

)
dy

=

�
D

(
∂

∂x

(
v
∂u

∂x
− u

∂v

∂x

)
− ∂

∂y

(
u
∂v

∂y
− v

∂u

∂y

))
dxdy

=

�
D

(∇u∇v −∇u∇v + v∆u− u∆v) dxdy

=

�
D

(v∆u− u∆v) dxdy

(4) 对于 f ∈ C2(D)，由 Green 公式：
�
L

f
∂f

∂n
ds =

�
L

f∇f · nds

=

�
L

f∇f · (dyi− dxj)

=

�
L

(
f
∂f

∂x
dy − f

∂f

∂y
dx
)
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=

�
D

(
∂

∂x

(
f
∂f

∂x
+

∂

∂y

(
f
∂f

∂y

)))
=

�
D

(
(∇f)2 +∆f

)
dxdy

11.4 向量场在曲面上的积分

定理 11.5: 第二型曲面积分
设 S 是一张光滑的参数曲面：

r = r(u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k, (u, v) ∈ D

且满足 r(u, v) 在 D 上光滑，(u, v) 是 S 的正向参数，D 是 R2 中的有界区域。设曲面 S 上有可积

向量场 v(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j +R(x, y, z)k，那么：

�
S

v · dS =

�
S

v · ndS =

�
S

(Pdydz +Qdzdx+Rdxdy)

特别地，当 S 是闭合曲面的时候，如果设外侧是 S 的正方向，则记曲面积分

�
S

v · dS 为向量场 v

通过 S 的通量

�
S

v · dS.

证明: 由于 (u, v) 是 S 的正向参数，所以 dS = ∂r
∂u × ∂r

∂vdudv，记 (u, v) ∈ D，且 r(D) = S，于是：

�
S

v · dS

=

�
S

v · ∂r
∂u

× ∂r

∂v
dudv

=

�
S

∣∣∣∣∣∣∣∣
P Q R
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv
=

�
D

(
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

)
dudv

由于 (u, v) 是正向参数，所以相对地，yOz, zOx, xOy 平面分别对应的用 (u, v) 表示的有向面积元：

dydz = ∂(y, z)

∂(u, v)
dudv, dzdx =

∂(z, x)

∂(u, v)
dudv, dxdy =

∂(x, y)

∂(u, v)
dudv

又 r(D) = S，所以：

�
S

v · dS

=

�
D

(
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

)
dudv

=

�
S

(Pdydz +Qdzdx+Rdxdy)

1 计算下列第二型曲面积分

(1)
�
S

(x+ y2 + z)dxdy，S 为椭球面 x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 的外侧。
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解: 设变换


x = |a| cosφ sin θ

y = |b| sinφ sin θ

z = |c| cos θ

, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π]，则 (θ, φ) 是正向参数，dxdy = ∂(x,y)
∂(θ,φ) =

|ab| sin θ cos θ，于是：
�
S

(x+ y2 + z)dxdy

=

� 2π

0

dφ
� π

0

(|a| sin θ cosφ+ |b2| sin2 θ sin2 φ+ |c| cos θ)|ab| sin θ cos θdθ

=

� π

0

dθ
� 2π

0

(
|a2b| sin2 θ cos θ cosφ+ |ab3| sin3 θ sin2 φ cos θ + |abc| sin θ cos2 θ

)
dφ

=

� π

0

dθ
� 2π

0

(
|ab3| sin3 θ sin2 φ cos θ + |abc| sin θ cos2 θ

)
dφ

=

� π

0

(
1

2
|ab3| sin3 θ cos θ + 2π|abc| sin θ cos2 θ

)
dθ

=
4

3
π|abc|5

(2)
�
S

xyzdxdy，S 是柱面 x2 + z2 = R2 在 x ⩾ 0, y ⩾ 0 两卦限内被平面 y = 0 及 y = h 所截下的部

分的外侧.

解: 向量场为 v = (0, 0, xyz)，S 的法向量 n = 1
|R| (x, 0, z)，于是

�
S

xyzdxdy

=

�
S

v · ndS

=

�
S

xyz2

|R|
dS

=

� h

0

ydy
� π

2

−π
2

|R|3 cos θ sin2 θdθ

=
h2

2
|R|3

� π
2

−π
2

sin2 θd sin θ

=
h2|R|3

3

(3)
�
S

xy2z2dydz，S 为球面 x2 + y2 + z2 = R2 的 x ⩽ 0 的一半远离球心的一侧.

解: 设变换


x = |R| sin θ cosφ

y = |R| sin θ sinφ

z = |R| cosφ

, (θ, φ) ∈ [0, π]× [π2 ,
3π
2 ]，易知 (θφ) 是 S 的正向参数，∂(y,z)

∂(θφ) =

R2 sinθ cosφ，于是：
�
S

xy2z2dydz

=|R|5
� π

0

dθ
� 3π

2

π
2

sin5 θ cos2 θ sin2 φ cos2 φdφ

=|R|5
� π

0

sin5 θ cos2 θdθ
� 3π

2

π
2

sin2 φ cos2 φdφ
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=|R|5
� π

0

(1− cos2 θ)2 cos2 θd(− cos θ)
� 3π

2

π
2

1− cos 4φ
8

dφ

=
16

105
|R|5π

8

=
2π

105
|R5|

(4)
�
S

yzdzdx，S 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 的上半部分 (z ⩾ 0) 并取外侧.

解:
�
S

yzdzdx

=

�
S

(0, yz, 0) · (x, y, z)dS

=

� π
2

0

dθ
� 2π

0

sin2 θ sin2 φ cos θ sin θdφ

=

� π
2

0

sin3 θ cos θdθ
� 2π

0

sin2 φdφ

=π

� π
2

0

sin3 θd sin θ

=
π

4

(5)
�
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy，S 为平面 x+ y + z = 1 在第一卦限的部分，远离原点的一侧.

解: 平面 x+y+z = 1 (x, y, z ⩾ 0)的一个参数表示为 r = (x, y, 1−x−y)，于是 ∂(z,x)
∂(x,y) = 1, ∂(y,z)∂(x,y) = 1，

(x, y) ∈ { (x, y)| 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1− x}，于是
�
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy

=

� 1

0

dx
� 1−x

0

dy
(
x2 + y2 + (1− x− y)2

)
=

� 1

0

(
(1− x)x2 +

2(1− x)3

3

)
dx

=

� 1

0

(
−5

3
x3 + 3x2 − 2x+

2

3

)
dx

=
1

4

(6)
�
S

(y − z)dydz + (z − x)dzdx+ (x− y)dxdy，S 是圆锥面 x2 + y2 = z2 (0 ⩽ z ⩽ 1) 的下侧.

解: 设 r(θ, z) = (z cos θ, z sin θ, z)，于是 (θ, z) 是 S 的正向参数，∂(y,z)
∂(θ,z) = z cos θ, ∂(z,x)∂(θ,z) = z sin θ,

∂(x,y)
∂(θ,z) = −z，于是

�
S

(y − z)dydz + (z − x)dzdx+ (x− y)dxdy

=

� 1

0

dz
� 2π

0

(z(sin θ − 1)z cos θ + z(1− cos θ)z sin θ − z(cos θ − sin θ)z) dθ

=

� 1

0

z2dz
� 2π

0

(2 sin θ − 2 cos θ) dθ

=0
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(7)
�
S

xz2dydz + x2ydzdx+ y2zdxdy，S 是通过上半球面 z =
√
a2 − x2 − y2 的上侧.

解:
�
S

xz2dydz + x2ydzdx+ y2zdxdy

=
1

|a|

�
S

(xz2, x2y, y2z) · (x, y, z)dS

=
1

|a|

� π
2

0

dθ
� 2π

0

(
sin2 θ cos2 θ + sin4 θ sin2 φ cos2 φ

)
a6 sin θdφ

=|a|5
� π

2

0

dθ
� 2π

0

(
sin3 θ cos2 θ + sin5 θ

1− cos 4φ
8

)
dφ

=|a|5
� π

2

0

(
2π sin3 θ cos2 θ + π

4
sin5 θ

)
dθ

=|a|5
� π

2

0

π(1− cos2 θ)1 + 7 cos2 θ
4

d(− cos θ)

=|a|5π
� 1

0

1 + 6t2 − 7t4

4
dt

=
2

5
|a|5π

(8)
�
S

f(x)dydz + g(y)dzdx+ h(z)dxdy，其中 f(x), g(y), h(z) 为连续函数，S 为直角平行六面体 0 ⩽
x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b, 0 ⩽ z ⩽ c 的外侧.

解:
�
S

f(x)dydz + g(y)dzdx+ h(z)dxdy

=

�
S

(f(x), g(y), h(z)) · ndS

=

�
[0,b]×[0,c]

(f(1)− f(0))dydz +
�

[0,c]×[0,a]

(g(1)− g(0))dzdx+

�
[0,a]×[0,b]

(h(1)− h(0))dxdy

=(f(1)− f(0))bc+ (g(1)− g(0))ca+ (h(1)− h(0))ab

2 求场 v = (x3 − yz)i− 2x2yj + zk 通过长方体 0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b, 0 ⩽ z ⩽ c 的外侧表面的通量.

解:
�
S

v · dS

=

�
S

(x3 − yz)dydz − 2x2ydzdx+ zdxdy

=

� b

0

dy
� c

0

(a3 − yz + yz)dz −
� c

0

dz
� a

0

2x2bdx+

� a

0

dx
� b

0

cdy

=a3bc− 2

3
a3bc+ abc

=
a3bc

3
+ abc
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11.5 Gauss 定理和 Stokes 定理

11.5.1 Gauss 定理

例子 11.1: 考虑光滑向量场 v = P i+Qj +Rk 通过 V = [a1, a2]× [b1, b2]× [c1, c2] 的外表面的通量。�
∂V

v · dS

=

�
∂V

(P i · n+Qj · n+Rk · n) dS

=

�

[b1,b2]×[c1,c2]

(P (a2, y, z)− P (a1, y, z)) dS

+

�

[c1,c2]×[a1,a2]

(Q(x, b2, z)− P (x, b1, z)) dS

+

�

[a1,a2]×[b1,b2]

(R(x, y, c1)−R(x, y, c2)) dS

=

�
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dV

=

�
V

∇ · vdV

定义 11.1: X,Y, Z 型区域
对于区域 D ∈ R2，区域 V ∈ R3 称为：

Z 型区域：V = { (x, y, z)| z1(x, y) ⩽ z ⩽ z2(x, y), (x, y) ∈ D}
X 型区域：V = { (x, y, z)|x1(y, z) ⩽ x ⩽ x2(y, z), (y, z) ∈ D}
Y 型区域：V = { (x, y, z)| y1(x, z) ⩽ y ⩽ y2(x, z), (x, z) ∈ D}

定理 11.6: X,Y, Z 型区域性质
设 R(x, y, z) 光滑，v3 = R(x, y, z)k，V 是 Z 型区域，则�

∂V

v3 · dS =

�
V

∂R

∂z
dV

定理 11.7: Gauss 定理
设 v = P i+Qj +Rk 是 V 上的光滑向量场，V 是空间中分分片光滑曲面围成的闭区域。如果 V 可

以同时分解成有限个互不重叠的 X 型、Y 型、Z 型子区域的并，那么有：�
∂V

v · dS =

�
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

�
V

∇ · vdV

11.5.2 Stokes 定理

定理 11.8: Stokes 定理设 v = P i+Qj +Rk 是 V 上的光滑向量场，若 S 是以 L 为边的分片具有二阶

连续偏导数的光滑曲面，或者说 L 是有界曲面 S 的边 L = ∂S，那么有 Stokes 公式：�
L

v · dr =

�
S

∇× v · dS

证明: 不妨设 S 是光滑的，因为：若 S 不光滑，则可以分割成有限块光滑曲面，又由于在 S 内部，各光

滑曲面的交线上积分方向相反，各积分一次，则在内部所以光滑子曲面边界上积分为 0，因此可以相加。
设 S 的二阶光滑参数表示：

S : r = r(u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k, (u, v) ∈ D
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其中 (u, v) 是 S 的正向参数。由于光滑，则 ∂D 在 r 映射下为 ∂S，因此取 ∂D 的二阶光滑参数表

示：

∂D : u = u(t), v = v(t), t ∈ [α, β]

设其对于 ∂S 的二阶光滑参数表示：

L : r(t) = r(u(t), v(t)) = x(u(t), v((t)))i+ y(u(t), v((t)))j + z(u(t), v((t)))k

且 L 与 S 的方向相协调。由于 (u, v) 是正向参数，由 Green 公式：
�
L

Pdx =

� β

α

P (x(u(t), v((t))), y(u(t), v((t)), z(u(t), v((t))))

(
∂x

∂u

du
dt +

∂x

∂v

dv
dt

)
dt

=

�
∂D

P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

(
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv
)

=

�
D

(
∂

∂u

(
P
∂x

∂v

)
− ∂

∂v

(
P
∂x

∂u

))
dudv

=

�
D

(
∂P

∂u

∂x

∂v
− ∂P

∂v

∂x

∂u

)
dudv

=

�
D

(
∂P

∂y

∂y

∂u

∂x

∂v
+
∂P

∂z

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂P

∂y

∂y

∂v

∂x

∂u
− ∂P

∂z

∂z

∂v

∂x

∂u

)
dudv

=

�
D

(
∂P

∂y

∂(y, x)

∂(u, v)
+
∂P

∂y

∂(z, x)

∂(u, v)

)
dudv

=

�
S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy

同理，

�
L

Qdy =

�
S

∂Q

∂x
dxdy − ∂Q

∂z
dydz,

�
L

Rdz =
�
S

∂R

∂y
dydz − ∂R

∂x
dzdx

因此，

�
L

Pdx+Qdy +Rdz =
�
S

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydx+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

�
∂S

v · dr =

�
S

∇× v · dS

1 计算下列曲面积分

(1)
�
S

(x+1)dydz+ ydzdx+ (xy+ z)dxdy，S 是以 O(0, 0, 0), A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) 为顶点的

四面体的外表面.

解: 由 Gauss 公式：
�
S

(x+ 1)dydz + ydzdx+ (xy + z)dxdy

=

�
V

∇ · ((x+ 1)i+ yj + (xy + z)k)dV

=

�
V

3dV

=3

� 1

0

dx
� 1−x

0

dy
� 1−x−y

0

dz

=
1

2

(2)
�
S

xydydz + yzdzdx+ zxdxdy，S 是由 x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1 所围成的四面体的外侧

表面.

58



第十一章 曲线积分和曲面积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

解: 设 V = { (x, y, z)|x ⩾ 0, y ⩾ 0, z ⩾ 0, x+ y + z ⩽ 1}，由 Gauss 公式：�
S

xydydz + yzdzdx+ zxdxdy

=

�
∂V

(xyi+ yzj + zxk) · dS

=

�
V

∇ · (xyi+ yzj + zxk) dV

=

�
V

(x+ y + z)dV

=

� 1

0

dx
� 1−x

0

dy
� 1−x−y

0

(x+ y + z)dz

=

� 1

0

dx
� 1−x

0

(1− x− y)(1 + x+ y)

2
dy

=

� 1

0

x3 − 3x+ 2

6
dx

=
1

8

(3)
�
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy，S 是球面 (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 的外侧.

解: 由 Gauss 公式�
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy

=

�
V

(2x+ 2y + 2z)dV

=

� 2π

0

dφ
� π

0

dθ
� |R|

0

2 (r sin θ cosφ+ a+ r sin θ sinφ+ b+ r cos θ + c) r2 sin θdr

=

� 2π

0

dφ
� π

0

dθ
� |R|

0

2r3
(
sin2 θ cosφ+ sin2 θ sinφ+ sin θ cos θ

)
dr + 8π

3
|R|3(a+ b+ c)

=

� π

0

dθ
� |R|

0

4πr3 sin θ cos θdr + 8π

3
|R|3(a+ b+ c)

=
8π

3
|R|3(a+ b+ c)

(4)
�
S

xy2dydz + yz2dzdx+ zx2dxdy，S 是球面 x2 + y2 + z2 = z 的外侧.

解: 由 Gauss 公式 �
S

xy2dydz + yz2dzdx+ zx2dxdy

=

�
V

(x2 + y2 + z2)dV

=

� 2π

0

dφ
� π

0

dθ
� 1

2

0

(
r2 sin2 θ +

(
r cos θ + 1

2

)2
)
r2 sin θdr

=

� 2π

0

dφ
� π

0

dθ
� 1

2

0

(
r4 sin θ + r3 sin θ cos θ + 1

4
r2 sin θ

)
dr

=2π

� 1
2

0

(
2r4 +

1

2
r2
)

dr

=
π

15

(5)
�
S

(x− z)dydz + (y − x)dzdx+ (z − y)dxdy，S 是旋转抛物面 z = x2 + y2 (0 ⩽ z ⩽ 1) 的下侧.
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解: 设 V = { (x, y, z)| 0 ⩽ z ⩽ x2 + y2 ⩽ 1}，设 V 以向外为正向。设 D = {(x, y, 0)|x2 + y2 ⩽ 1}，
设 D 以向上为正向。由 Gauss 公式�

S

(x− z)dydz + (y − x)dzdx+ (z − y)dxdy

=−
�

V

3dV −
�
D

(x− z)dydz + (y − x)dzdx+ (z − y)dxdy

=− 3

� 1

0

dz
�
B(O,z)

dS −
�
D

(z − y)dxdy

=− π +

�
D

ydxdy

=− π

(6)
�
S

(y2+ z2)dydz+(z2+x2)dzdx+(x2+ y2)dxdy，S 是上半球面 x2+ y2+ z2 = a2 (z ⩾ 0)的上侧.

解: 设 D = {(x, y, 0)|x2 + y2 ⩽ a2}, V = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ⩽ a2, z ⩾ 0}，D 以 (−1, 0, 0) 为正

方向，由 Gauss 公式：�
S

(y2 + z2)dydz + (z2 + x2)dzdx+ (x2 + y2)dxdy

=

(�
∂V

−
�
D

)
(y2 + z2)dydz + (z2 + x2)dzdx+ (x2 + y2)dxdy

=

�
V

∇ · ((y2 + z2)i+ (z2 + x2)j + (x2 + y2)k)dV −
�
D

(x2 + y2)dxdy (以 (0, 0,−1) 为正向)

=0 +

� 2π

0

dθ
� |a|

0

r3dr

=
π

2
a4

2 求引力场 F = −km r
r3 通过下列闭曲面外侧的通量.

(1) 空间中任一包围质量 m (在原点) 的闭曲面;

解: 注意到：原点是 F 的奇点。设曲面为 S，以向外为 S 的正方向，设 S 包围的区域为 V。取

δ > 0，使得 B(O, δ) ⊂ S. 由 Gauss 公式：�
S

F · dS −
�

∂B(O,δ)

F · dS

=

�

V \B(O,δ)

∇ · FdV

=

�

V \B(O,δ)

−km
(
∂

∂x

x

(x2 + y2 + z2)
3
2

+
∂

∂y

y

(x2 + y2 + z2)
3
2

+
∂

∂z

z

(x2 + y2 + z2)
3
2

)
dV

=0

因此： �
S

F · dS

=

�

∂B(O,δ)

F · dS

=− km

�

∂B(O,δ)

xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

xi+ yj + zk

δ
dS
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=− km

�

∂B(O,δ)

1

δ2
dS

=− 4πkm

(2) 空间中任一不包围质量 m 的闭曲面;

解: 由于 V 不包含奇点，所以由 Stokes 公式：
�
∂V

F · dS =

�
V

∇ · FdS = 0

(3) 质量 m 在光滑的闭曲面上.

解:

3 设区域 V 是由曲面 x2 + y2 − z2

2 = 1 及平面 z = 1, z = −1 围成，S 为 V 的全表面外侧，又设

V = (x2 + y2 + z2)−
3
2 (xi+ yj + zk). 求积分

�
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy√
(x2 + y2 + z2)3

.

解: 由 Gauss 公式：
�
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy√
(x2 + y2 + z2)3

=

�
V

∇ · V dV

=

�
V

(y2 + z2 − 2x2) + (z2 + x2 − 2y2) + (x2 + y2 − 2z2)

(x2 + y2 + z2)
5
2

dV

=0

4 设对于半空间 x > 0 内任意的光滑有向封闭曲面 S，都有
�
S

xf(x)dydz − xyf(x)dzdx− e2xzdxdy = 0

其中函数 f(x) 在 (0,+∞) 有连续的一阶导数，且 limx→0+ f(x) = 1，求 f(x).

解: 由 Gauss 公式，等价于：对于半空间 x > 0 内任意的具有光滑边界的有界区域 V，均有：
�

V

∇ ·
(
xf(x)i− xyf(x)j − e2xzk

)
dV =

�
V

(
xf ′(x) + f(x)− xf(x)− e2x

)
dV ≡ 0

由于 V 的任意性和 f(x) 的光滑性，必有：xf ′(x) + f(x)− xf(x)− e2x = 0, ∀x > 0

由于 x > 0，化简为：

f ′ +
1− x

x
f =

e2x

x

于是：

f(x) = e−
�

1−x
x dx

(�
e2x

x
e
�

1−x
x dxdx+ C

)
=
ex

x
(ex + C)

由于 lim
x→0+

f(x) = 1，所以必有 C = 1，且已验证此时成立。因此，f(x) = e2x−ex
x .

5 证明任意光滑闭曲面 S 围成的立体体积可以表成

V =
1

3

�
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy

其中积分沿 S 外侧进行.
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证明: 设 S 围成的立体区域为 V，以向外为 S 的正方向，由 Gauss 公式：

1

3

�
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy

=
1

3

�
∂V

(xi+ yj + zk) · dS

=
1

3

�
V

∇ · (xi+ yj + zk)dV

=

�
V

dV

=V

6 证明 Archimedes 原理：物体 V 全部浸入液体中所受浮力等于物体同体积的液体的重量.

证明: 设物体为表面光滑的单连通有界闭区域 V，压强函数 p = p(z) = −ρgz，浮力为 F，以向外为 ∂V

的正方向，由 Gauss 公式：

F =−
�
∂V

p(z)dxdy

=

�
V

ρgdV

=ρgσ(V )

7 设 c 是常向量，S 是任意的光滑闭曲面，证明：

�
S

cos(ĉ,n)dS = 0，其中 (ĉ,n) 表示向量 c 与曲面

法向量 n 的夹角.

证明: 设 S 围成的区域为 V，设 c = c1i+ c2j + c3k，于是 ∇ · c = 0，由 Gauss 公式：
�
S

cos(ĉ,n)dS

=

�
∂V

c

|c|
· dS

=

�
V

∇ · c

|c|
dV

=0

9 计算下列曲线积分

(1)
�
L

ydx+ zdy + xdz，L 是顶点为 A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) 的三角形边界，从原点看去，L 沿

顺时针方向.

解: 设 S = {(x, y, z)|x+ y + z = 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0, z ⩾ 0}，以 (1, 1, 1) 为正方向，由 Stokes 公式
�
L

ydx+ zdy + xdz

=

�
S

(−1,−1,−1) · dS

=

�
S

(−1,−1,−1) ·

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)
dS
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=−
√
3

�
S

dS

=− 3

2

(2)
�
L

(y− z)dx+ (z − x)dy+ (x− y)dz，L 是圆柱面 x2 + y2 = a2 和平面 x
a +

z
h = 1 (a > 0, h > 0) 的

交线，从 x 轴的正方向看来，L 沿逆时针方向.

解: 设变换


x = a cos θ

y = a sin θ

z = h(1− cos θ)

, θ ∈ [0, 2π]，且 θ 是曲线的正向参数

�
L

(y − z)dx+ (z − x)dy + x− ydz

=

� 2π

0

(
−a2 + ah(sin θ + cos θ − 1)

)
dθ

=− 2πa(a+ h)

(3)
�
L

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz，L 是平面 x+ y + z = 3
2a 与立方体 0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽

a, 0 ⩽ z ⩽ a 表面的交线，从 z 轴正向看来，L 沿逆时针方向.

解: 设 S =
{
(x, y, z)|x+ y + z = 3

2a, (x, y, z) ∈ [0, a]3
}
，以

(√
3
3 ,

√
3
3 ,

√
3
3

)
为 S 的正反向，由 Stokes

公式： �
L

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz

=− 2

�
S

(y + z)dydz + (z + x)dzdx+ (x+ y)dxdy

=− 4
√
3

3

�
S

(x+ y + z)dS

=− 2
√
3aσ(S)

=− 9

2
a3

(4)
�
L

y2dx+ xydy+ xzdz，L 是圆柱面 x2 + y2 = 2y 与平面 y = z 的交线，从 z 轴正方向看来，L 沿

逆时针方向.

解: 设曲面 S = {(x, y, z)|y = z, x2 + (y − 1)2 ⩽ 1}，于是 ∂S = L，S 的单位正向法向量为

n =
(
0,−

√
2
2 ,

√
2
2

)
，由 Stokes 公式：

�
L

y2dx+ xydy + xzdz

=

�
S

∇× (y2i+ xyj + xzk) · dS

=

�
S

(0,−z,−y) ·

(
0,−

√
2

2
,

√
2

2

)
dS

=

�
S

√
2z −

√
2y

2
dS

=0

(5)
�
L

(y2 − y)dx+ (z2 − z)dy + (x2 − x)dz，L 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 与平面 x+ y + z = 0 的交线，

L 的方向与 z 轴正方向成右手系.
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解: 设 S =
{
(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ⩽ a2, x+ y + z = 0

}
，以

(√
3
3 ,

√
3
3 ,

√
3
3

)
为 S 的正方向，由 Stokes

公式： �
L

(y2 − y)dx+ (z2 − z)dy + (x2 − x)dz

=

�
S

(1− 2z, 1− 2x, 1− 2y) ·

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)
dS

=

√
3

3

�
S

(3− 2x− 2y − 2z)dS

=
√
3

�
S

dS

=
√
3πa2

(6)
�
L

(y2 − z2)dx+ (2z2 − x2)dy+ (3x2 − y2)dz，其中 L 是平面 x+ y+ z = 2 与柱面 |x|+ |y| = 1 的

交线，从 z 轴正向看去，L 为逆时针方向.

解: 由 Stokes 公式：�
L

(y2 − z2)dx+ (2z2 − x2)dy + (3x2 − y2)dz

=

�
S

∇× ((y2 − z2)i+ (2z2 − x2)j + (3x2 − y2)k) ·

(√
3

3
i+

√
3

3
j +

√
3

3
k

)
dS

=

�
S

−8x− 4y − 6z√
3

dS

设


x = u+v

2

y = u−v
2

z = 2− u

, (u, v) ∈ [−1, 1]× [−1, 1], r(u, v) = (u+v2 , u−v2 , 2− u)，于是：

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(−1

2
,−1

2
,−1

2

)∣∣∣∣ = √
3

2

�
L

(y2 − z2)dx+ (2z2 − x2)dy + (3x2 − y2)dz

=

�
S

−8x− 4y − 6z√
3

dS

=

� 1

−1

du
� 1

−1

(−6− v)dv

=− 24

10 在积分

�
L

x2y3dx+ dy+ zdz 中，路径 L 是 Oxy 平面上正向的圆 x2 + y2 = R2, z = 0；利用 Stokes

公式化曲线积分为以 L 为边界所围区域 S 上的曲面积分.

(1) S 取 Oxy 平面上的圆面 x2 + y2 ⩽ R2.

解: 因为 z ≡ 0，所以退化为 Green 公式的情形，取 S 正向为 n = (0, 0, 1)：
�
L

x2y3dx+ dy + zdz

=

�
∂S

x2y3dx+ dy
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=

�
S

(−3x2y2)dxdy

=

� |R|

0

dr
� 2π

0

(−3r5 sin2 θ cos2 θ)dθ

=

� |R|

0

(−3r5)dr
� 2π

0

1− cos 4θ
8

dθ

=− π

8
R6

(2) S 取半球面 z =
√
R2 − x2 − y2.

解: S =
{
(x, y, z)| z =

√
R2 − x2 − y2

}
，S 正向为 n =

(
x
|R| ,

y
|R| ,

z
|R|

)
，由 Stokes 公式：

�
L

x2y3dx+ dy + zdz

=

�
S

∇×
(
x2y3i+ j + zk

)
·
(
x

|R|
,
y

|R|
,
z

|R|

)
dS

=

�
S

(
0, 0,−3x2y2

)
·
(
x

|R|
,
y

|R|
,
z

|R|

)
dS

=

�
S

−3x2y2z

|R|
dS

=

� |R|

0

z

|R|
dz
� 2π

0

(
−3(R2 − z2)2 cos2 θ sin2 θ

)
|R|dθ

=

� |R|

0

(−3z(R2 − z2)2)dz
� 2π

0

1− cos 4θ
8

dθ

=
−R6

2
· π
4

=− π

8
R6

11 证明常向量场 c 沿任意光滑闭曲线的环量都等于 0.

证明: 设光滑闭曲线 L 是分段光滑曲面 S 的边界，由 Stokes 公式：
�
L

c · ds =
�
S

∇× c · dS

由于 ∇× c = 0 所以积分为 0.

12 求向量场 v = (y2 + z2)i+(z2 +x2)j+(x2 + y2)k 沿曲线 L 的环量。L 为 x2 + y2 + z2 = R2 (z ⩾ 0)

与 x2 + y2 = Rx 的交线，从 x 轴正方向看来，L 沿逆时针方向.

解: 由于 x2 + y2 = Rx，所以设 Oxy 平面上投影的变换

 x = R
2 cosφ+ R

2

y = R
2 sinφ

,φ ∈ [0, 2π]，又由于

z2 = R2 − x2 − y2 = R2 −Rx，因此 z = ±
√

R2

2 (1− cosφ) = ±R
√

sin2 φ
2，于是设变换

x = R
2 cos 2θ + R

2 = R cos2 θ

y = R
2 sin 2θ = R sin θ cos θ

z = R sin θ

, θ ∈ [0, 2π]

由此变换在 Oxy 上的投影知，θ 是 L 的正向参数，由 Stokes 公式：
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�
L

v · dr

=

� 2π

0

((
y2 + z2

)
i+

(
z2 + x2

)
j +

(
x2 + y2

)
k
)
· dr
dθ dθ

=R3

� 2π

0

(
(cos2 θ + 1) sin2 θi+

(
sin2 θ + cos4 θ

)
j + cos2 θk

)
· (− sin 2θi+ cos 2θj + cos θk) dθ

=R3

� 2π

0

12 cos θ + 15 cos 2θ + 4 cos 3θ + cos 6θ − 11 sin 2θ + 4 sin 4θ + sin 6θ

16
dθ

=0

11.6 其他形式的曲线曲面积分

定理 11.9: 设 S 是空间逐段光滑曲面，S 的边 ∂S 是逐段光滑封闭曲线，则有：�
∂S

ϕdr =

�
S

dS ×∇ϕ

�
∂S

dr × v =

�
S

(dS ×∇)× v

证明: 取任意向量 a，则有：

a ·
�
∂S

ϕdr

=

�
∂S

ϕa · dr

=

�
S

∇× (ϕa) · dS

=

�
S

∇ϕ× a · dS

=a ·
�
S

dS ×∇ϕ

a ·
�
∂S

dr × v

=

�
∂S

a · dr × v

=

�
∂S

dr · (v × a)

=

�
S

∇× (v × a) · dS

=

�
S

(dS ×∇) · (v × a)

=

�
S

a · ((dS ×∇)× v)

=a ·
�
S

(dS ×∇)× v

定理 11.10: 设 V 是空间有界区域，V 的边界 ∂V 是逐段光滑封闭曲面，则：�
∂V

ϕdS =

�
V

∇ϕdV
�
∂V

dS × v =

�
V

∇× vdV
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证明: 取任意向量 a，则有：

a ·
�
∂V

ϕdS

=

�
∂V

ϕa · dS

=

�
V

∇ · (ϕa)dV

=a ·
�

V

∇ϕdV

a ·
�
∂V

dS × v

=

�
∂V

a · dS × v

=

�
∂V

v × a · dS

=

�
V

∇ · (v × a)dV

=

�
V

(∇× v · a−∇× a · v)dV

=a ·
�

V

∇× vdV

1 利用散度的积分表示，推导出在柱坐标系下的散度.

解: 设空间中任意一点 P 对应柱坐标为 (r0 cos θ0, r0 sin θ0, z0)，设 V ′ 为以 P ′(r0, θ0, z0) 为顶点所作的

一个立方体区域，三个棱向量为 ∆ri,∆θj,∆zk，设 (x, y, z) = v(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z) 把 V ′ 映成

V，则：

σ(V ) =

� θ0+∆θ

θ0

dθ
� r0+∆r

r0

rdr
� z0+∆z

z0

dz ≈ r∆r∆θ∆z

由于 lim
∆r,∆θ,∆z→0

V = P，


er

eθ

ez

 =


cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1



i

j

k

，所以：
�
∂S

v (r, θ, z) · dS

≈ (v(r0 cos θ0, r0 sin θ0, z0 +∆z)− v(r0 cos θ0, r0 sin θ0, z0)) r∆r∆θek
+ (v((r0 +∆r) cos θ0, (r0 +∆r) sin θ0, z0)(r +∆r)− v(r0 cos θ0, r0 sin θ0, z0)r)∆θ∆zer
+ (v(r0 cos(θ0 +∆θ), r0 sin(θ0 +∆θ), z0)− v(r0 cos θ0, r0 sin θ0, z0))∆r∆zeθ

≈
(
∂v

∂r
er +

v

r
er +

∂v

r∂θ
eθ +

∂v

∂z
ez

)
r∆r∆θ∆z

因此：

∇ · v (r, θ, z)|(r0,θ0,z0) = lim
∆r,∆θ,∆z→0

1

r∆r∆θ∆z

�
∂V

v(x, y, z) · dS

=

(
∂v

∂r
er +

v

r
er +

∂v

r∂θ
eθ +

∂v

∂z
ez

)∣∣∣∣
(r0,θ0,z0)

=

(
∂vr
∂r

+
vr
r

+
1

r

∂vθ
∂θ

+
∂vz
∂z

)∣∣∣∣
(r0,θ0,z0)

因此，散度为 divv =
∂vr
∂r

+
vr
r

+
∂vθ
∂θ

+
∂vz
∂z

=
1

r

∂ (rvr)

∂r
+

1

r

∂vθ
∂θ

+
∂vz
∂z
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2 利用散度的积分表示，推导出在球坐标系下的散度.

解: 设球坐标变换 r(r, θ, φ) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) 把以 (r, θ, φ) 为顶点，∆ri,∆θj,∆φk 为

相邻 3边向量的长方体 V ′映射到 V，于是 lim
∆r,∆θ,∆φ→0

V = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)，易知 (r, θ, φ)

对应切向量


er

eθ

eφ

 =


sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sin θ sinφ sin θ cosφ 0



i

j

k

，设向量场 v = vrer + vθeθ + vφeφ，以

向外为 V 的正方向，于是：
�
∂V

v(r, θ, φ) · dS

≈
(
v(r +∆r, θ, φ) (r +∆r)

2 − v(r, θ, φ)r2
)
∆θ sin θ∆φ · er

+ (v(r, θ +∆θ, φ)r∆r∆φ sin(θ +∆θ)− v(r, θ, φ)r∆r∆φ sin θ) · eθ
+ (v(r, θ, φ+∆φ)− v(r, θ, φ)) r∆r∆θ · eφ

≈
(
2v +

∂v

∂r
r

)
r∆r sin θ∆θ∆φ · er +

(
vr∆r∆φ cos θ∆θ + ∂r

∂θ
r∆r∆φ∆θ sin θ

)
· eθ +

∂v

∂φ
r∆r∆θ∆φ · eφ

=

(
2v +

∂v

∂r
r

)
r∆r sin θ∆θ∆φ · er +

(
v cos θ + ∂v

∂θ
sin θ

)
r∆r∆φ∆θ · eθ +

∂v

∂φ
r∆r∆θ∆φ · eφ

由于

σ(V ) =

� r+∆r

r

r2dr
� θ+∆θ

θ

sin θdθ
� φ+∆φ

φ

dφ ≈ r2∆r∆φ sin θ∆θ

所以

lim
∆r,∆θ,∆φ→0

1

σ(V )

�
∂V

v(r, θ, φ) · dS

≈ lim
∆r,∆θ,∆φ→0

(
2v

r
+
∂v

∂r

)
· er +

(
v cos θ
r sin θ +

∂v

r∂θ

)
· eθ +

∂v

r sin θ∂φ · eφ

=
1

r2
∂(r2vr)

∂r
+

1

r sin θ
∂(vθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ
∂vφ
∂φ

3 设函数 u(x, y, z) 在光滑曲面 S 所围成的的闭区域 V 上具有直到二阶的连续偏微商，且满足 Laplace
方程：

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

设 n 是曲面 S 的单位外法向场，试证明：

(1)
�
S

∂u

∂n
dS = 0

证明:
�
S

∂u

∂n
dS

=

�
S

∇u · ndS

=

�
S

∇u · dS

=

�
V

∇ · ∇udV

=

�
V

∆udV

=0
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(2)
�
S

u
∂u

∂n
dS =

�
V

(∇u)2 dV

证明: �
S

u
∂u

∂n
dS

=

�
S

u∇u · dS

=

�
S

∇u2

2
· dS

=

�
V

∇2u2

2
dV

=

�
V

∇
(
∇u2

)
2

dV

=

�
V

∇u · ∇udV

=

�
V

(∇u)2 dV

11.7 保守场

2 求下列曲线积分

(1)
�
L

(2x + y)dx + (x + 4y + 2z)dy + (2y − 6z)dz，其中 L 由点 P1(a, 0, 0) 沿曲线

 x2 + y2 = a2

z = 0

到 P2(0, a, 0)，再由 P2 沿直线

 z + y = a

x = 0
到点 P3(0, 0, a)；

(2)
�
ÂMB

(x2−yz)dx+(y2−zx)dy+(z2−xy)dz，其中 ÂMB是柱面螺线 x = a cosφ, y = a sinφ, z = h
2πφ

上点 A(a, 0, 0) 到 B(a, 0, h) 这一段.

解: 设向量场 v =
(
x2 − yz, y2 − zx, z2 − xy

)
，于是 ∇× v = 0，v 是保守场。因此�

ÂMB

(x2 − yz)dx+ (y2 − zx)dy + (z2 − xy)dz

=

� B

A

v · dr

=

� h

0

z2dz

=
h3

3

3 证明下列向量场是有势场，并求出他们的势函数

(2) v = yz(2x+ y + z)i+ zx(2y + z + x)j + xy(2z + x+ y)k;

解: ∇× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂x

∂
∂x

yz(2x+ y + z) zx(2y + z + x) xy(2z + x+ y)

i j k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0，因此是有势场。

设势函数 ϕ(x, y, z) 为光滑函数，由 ∇ϕ = v = yz(2x+ y+ z)i+ zx(2y+ z+ x)j + xy(2z+ x+ y)k

知，∂ϕ
∂x = yz(2x+ y + z), ∂ϕ∂y = xz(2y + z + x), ∂ϕ∂z = xy(2z + x+ y)，设 ϕ(0, 0, 0) = C，积分得：

ϕ(x, y, z) =

� (x,y,z)

O

v · dr + C
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=

� x

0

0dx+

� y

0

0dy +
� z

0

xy(2z + x+ y)dz + C

=xyz(x+ y + z) + C

4 当 a 取何值时，向量场 F =
(
x2 + 5ay + 3yz

)
i + (5x+ 3axz − 2) j + [(a+ 2)xy − 4z]k 是有势场，

并求出此时的势函数.

解:

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂x

∂
∂x

x2 + 5ay + 3yz 5x+ 3axz − 2 (a+ 2)xy − 4z

i j k

∣∣∣∣∣∣∣∣
=(3ax− (a+ 2)x) i+ ((a+ 2)y − 3y) j + (5a+ 3z − 5− 3az)k

因此 ∇×F = 0 ⇐⇒ a = 1，则 F =
(
x2 + 5y + 3yz

)
i+(5x+3xz− 2)j+(3xy − 4z)k，设 (0, 0, 0)

处势函数值为 C，则势函数：

ϕ(x, y, z) =

� x

0

x2dx+

� y

0

(5x− 2)dy +
� z

0

(3xy − 4z)dz + C

=
x3

3
+ 5xy − 2y + 3xyz − 2z2 + C

6 验证下列积分与路径无关，并求出它们的值.

(2)
� (2,2)

(1,1)

(
1

y
sin x

y
− y

x2
cos y

x
+ 1

)
dx+

(
1

x
cos y

x
− x

y2
sin x

y
+

1

y2

)
dy;

解: 设向量场 v =

(
1

y
sin x

y
− y

x2
cos y

x
+ 1

)
i+

(
1

x
cos y

x
− x

y2
sin x

y
+

1

y2

)
j，于是：

∂

∂x

(
1

x
cos y

x
− x

y2
sin x

y
+

1

y2

)
− ∂

∂y

(
1

y
sin x

y
− y

x2
cos y

x
+ 1

)
=− 1

x2
cos y

x
+

y

x3
sin y

x
− 1

y2
sin x

y
− x

y3
cos x

y
+

1

y2
sin x

y
+

x

y3
cos x

y
+

1

x2
cos y

x
− y

x3
sin y

x

=0

因此 v 是 (−∞,+∞)2 上的保守场，则：

� (2,2)

(1,1)

(
1

y
sin x

y
− y

x2
cos y

x
+ 1

)
dx+

(
1

x
cos y

x
− x

y2
sin x

y
+

1

y2

)
dy

=

� (2,2)

(1,1)

v(x, y) · dr

=

� 2

1

v(t, t) · (i+ j) dt

=

� 2

1

(
1

t
sin 1− 1

t
cos 1 + 1 +

1

t
cos 1− 1

t
sin 1 +

1

t2

)
dt

=
3

2

(6)
� (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

xdx+ ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

，其中 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) 在球面 x2 + y2 + z2 = a2 上.
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解: 设向量场 v =
xi+ yj + zk√
x2 + y2 + z2

, (x, y, z) ∈ R3 \ (0, 0, 0)，有：

∇× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x√
x2+y2+z2

y√
x2+y2+z2

z√
x2+y2+z2

i j k

∣∣∣∣∣∣∣∣
=− yz − zy

(x2 + y2 + z2)
3
2

i− xz − xz

(x2 + y2 + z2)
3
2

j − xy − yx

(x2 + y2 + z2)
3
2

k

=0

因此 v 是曲面连通区域 R3 \ (0, 0, 0) 上的保守场，所以：
� (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

xdx+ ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

=

� (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

xdx+ ydy + zdz
|a|

=

� x2

x1

xdx
|a|

+

� y2

y1

ydy
|a|

+

� z2

z1

zdz
|a|

=
x22 − x21 + y22 − y21 + z22 − z21

2|a|

7 设 f(u) 是连续函数，L 是分段光滑的任意闭曲线，证明：

(1)
�
L

f
(
x2 + y2

)
(xdx+ ydy) = 0

证明: 设 r = xi+ yj, r(x, y) = |r|，于是：
�
L

f
(
x2 + y2

)
(xdx+ ydy) = 1

2

�
L

f
(
r2
)
d
(
r2
)
= 0

(2)
�
L

f
(√

x2 + y2 + z2
)
(xdx+ ydy + zdz) = 0.

证明: 设 r = xi+ yj, r(x, y) = |r|，于是：
�
L

f
(√

x2 + y2 + z2
)
(xdx+ ydy + zdz) = 1

2

�
L

f (r) d
(
r2
)
=

�
L

f(r)rdr = 0

9 试求函数 f(x)，使曲线积分

�
L

(
f ′(x) + 6f(x) + e−2x

)
ydx+ f ′(x)dy 与积分路径无关.

解: 设向量场 v(x, y) =
(
f ′(x) + 6f(x) + e−2x

)
yi+ f ′(x)j，当积分与路径无关时，v 时，由 Green 公式

知：

0 =
df ′(x)

dx −
∂
(
f ′(x) + 6f(x) + e−2x

)
y

∂y
= f ′′(x)− f ′(x)− 6f(x)− e−2x (∗)

求解二阶常系数线性微分方程 (∗) 的特征方程 λ2 − λ − 6 = 0 得特征根 λ1 = 3, λ2 = −2. 于是方程
(∗) 的基本解组为：

f1(x) = e3x, f2(x) = e−2x

于是，方程 (∗) 的特解为：

f0(x) =

� x

x0

f1(t)f2(x)− f2(t)f1(x)

W (t)
e−2tdt
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=

� x

x0

f1(t)f2(x)− f2(t)f1(x)∣∣∣∣∣f1(t) f2(t)

f ′1(t) f ′2(t)

∣∣∣∣∣
e−2tdt

=

� x

x0

e3t−2x − e3x−2t

−5et e−2tdt

=
1

25
e3x−5x0 − 5(x− x0) + 1

25
e−2x

不妨取 x0 = 0，则 f0(x) =
1

25
e3x− 5x+ 1

25
e−2x，注意到

1

25
e3x 与 f1(x) 线性相关，

1

25
e−2x 与 f2(x)

线性相关，于是：

f(x) = C1e3x + C2e−2x − x

5
e−2x, ∀C1, C2 ∈ R

10 已知 α(0) = 0, α′(0) = 2, β(0) = 2.

(1) 求 α(x), β(x) 使线积分

�
L

Pdx+Qdy 与路线无关；其中

P (x, y) = (2xα′(x) + β(x)) y2 − 2yβ(x) tan 2x, Q(x, y) = (α′(x) + 4xα(x)) y + β(x)

解: 当线积分与路径无关时，
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0，也即：

yα′′(x) + 4yα(x) + β′(x) + (2 tan 2x− 2y)β(x) = 0

分类变量，得：

y (α′′(x) + 4α(x)− 2β(x)) + β′(x) + 2 tan 2xβ(x) = 0

由于 (x, y) 任意，所以得到方程组：{
β′(x) + 2 tan 2xβ(x) = 0 (1)

α′′(x) + 4α(x) = 2β(x) (2)

首先求解方程 (1)：
d
dx

(
e
�
2 tan 2xdxβ(x)

)
= 0

=⇒ β(x) = e−
�
2 tan 2xdx = C cos 2x, C ∈ R

=⇒ β(x) = 2 cos 2x, x ∈
(
−π
4
,
π

4

)
将 (1) 的结果代入，求解 (2)：

α′′(x) + 4α(x) = 4 cos 2x, x ∈
(
−π
4
,
π

4

)
解特征方程 λ2 + 4 = 0，得特征根 λ1 = 2i, λ2 = −2i，于是基本解系： α1(x) = cos 2x

α2(x) = sin 2x
, x ∈

(
−π
4
,
π

4

)

由常数变易法得特解：

α0(x) =

� x

x0

α1(t)α2(x)− α2(t)α1(x)

W (t)
4 cos 2tdt

72



第十一章 曲线积分和曲面积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

=

� x

x0

cos 2t sin 2x− sin 2t cos 2x
2 cos 2x cos 2x− sin 2x(−2 sin 2x)

4 cos 2tdt

=

� x

x0

(sin 2x− sin(4t− 2x)) dt

=x sin 2x−
(
x0 +

1

4
sin 4x0

)
sin 2x+

1− cos 4x0
4

cos 2x

于是 (2) 的解为：
α(x) = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+ x sin 2x

代入初值得：

α(x) = (x+ 1) sin 2x

综上：  α(x) = (x+ 1) sin 2x

β = 2 cos 2x
, x ∈

(
−π
4
,
π

4

)

(2) 求
� (0,2)

(0,0)

Pdx+Qdy

解:  P (x, y) = 2y (xy − 2) sin 2x+ 2y2
(
2x2 + 2x+ 1

)
cos 2x

Q(x, y) = 2 (xy + y + 1) cos 2x+ y (2x+ 1)
2 sin 2x

于是： � (0,2)

(0,0)

Pdx+Qdy =

� 2

0

Q(0, y)dy =

� 2

0

2(y + 1)dy = 8

11 设函数 Q(x, y) 在 Oxy 平面上光滑，曲线积分

�
L

2xydx +Q(x, y)dy 与路径无关，并且对于任意 t

恒有

� (t,1)

(0,0)

2xydx+Q(x, y)dy =

� (1,t)

(0,0)

2xydx+Q(x, y)dy，求 Q(x, y).

解: 由于向量场 v(x, y) = 2xyi+Q(x, y)j 是保守场，所以：

0 =
∂Q

∂x
− 2x ⇐⇒ ∂Q

∂x
= 2x

由于

� (t,1)

(0,0)

2xydx+Q(x, y)dy =

� (1,t)

(0,0)

2xydx+Q(x, y)dy，且任何环路积分均为 0，所以 ∀t,
� (1,t)

(t,1)

2xydx+Q(x, y)dy = 0，于是：

0 =

� (1,t)

(t,1)

2xydx+Q(x, y)dy =

(� (1,1)

(t,1)

+

� (1,t)

(1,1)

)
2xydx+Q(x, y)dy = 1− t2 +

� t

1

Q(1, y)dy

对 t 求导得：

Q(1, y) = 2y

因此对 x 积分得：

Q(x, y) = Q(1, y) +

� x

1

∂Q

∂x
dt = x2 + y − 1

73



第十一章 曲线积分和曲面积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

12 求解微分方程

(1)
(
xy2 + 2y − 2y cosx− y sinx

)
dx+

(
x2y + 2x+ cosx− 2 sinx

)
dy = 0

解: 因为：
∂
(
x2y + 2x+ cosx− 2 sinx

)
∂x

−
∂
(
xy2 + 2y − 2y cosx− y sinx

)
∂y

= 0

所以存在 ϕ(x, y) 使得 ∇ϕ =
(
xy2 + 2y − 2y cosx− y sinx

)
i+
(
x2y + 2x+ cosx− 2 sinx

)
j，于是

原方程化为 dϕ(x, y) = 0. 又：

ϕ(x, y) =ϕ(x0, y0) +

� x

x0

(
ty20 + 2y0 − 2y0 cos t− y0 sin t

)
dt+

� y

y0

(
x2t+ 2x+ cosx− 2 sinx

)
dt

=ϕ(x0, y0)−
1

2
x20y

2
0 − 2x0y0 + 2y0 sinx0 − y0 cosx0 +

1

2
x2y2 + 2xy + y cosx− 2y sinx

=
1

2
x2y2 + 2xy + y cosx− 2y sinx+ C

因此，解为隐函数 x2y2 + 4xy + 2y cosx− 4y sinx = C, ∀C ∈ R

(2) 2xydx+
(
y2 − x2

)
dy = 0

解: 易见
∂
(
y2 − x2

)
∂x

− ∂(2xy)

∂y
= −4x 6≡ 0，因此不存在数量场 ϕ(x, y)，使 dϕ = 2xydx +(

y2 − x2
)
dy.

若 dy = 0，代入得到 y = 0 为方程的解。若 dy 6= 0，则化为：

xy
dx
dy =

x2 − y2

2

显然 x 6≡ 0，且 y 6≡ 0 因此：

2
dx
dy =

x

y
− y

x

代换
x

y
= t，于是方程化为：

2y
dt
dy + t+

1

t
= 0

注意到：d ln |y| = dy
y
，所以化简为：

0 = 2
dt
dy

dy
d ln |y|

+ t+
1

t
= 2

dt
d ln |y|

+ t+
1

t

由于 t+
1

t
6= 0，因此，取倒数，得：

d ln |y|
dt +

2t

t2 + 1
= 0

对 t 积分，得：

ln |y|+ ln
(
t2 + 1

)
= ln

(
x2 + y2

|y|

)
= ln

(
x2 + y2

)2
y2

= C1

因此，方程的解为：

y2 − C
(
x2 + y2

)2
= 0, C ⩾ 0
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13 设 f(x) 具有二阶连续导数，f(0) = 0, f ′(0) = 2，且(
ex sin y + x2y + f(x)y

)
dx+ (f ′(x) + ex cos y + 2x) dy = 0

为一个全微分方程，求 f(x) 以及此全微分方程的通解.

解: 由于是全微分方程，所以存在可微的 ϕ(x, y)使得
∂ϕ

∂x
= ex sin y+x2y+f(x)y, ∂ϕ

∂y
= f ′(x)+ex cos y+

2x. 由于 ∂ (∇ϕ · j)
∂x

− ∂ (∇ϕ · i)
∂y

= 0，所以得常系数二阶线性方程：

f ′′(x)− f(x) = x2 − 2

求解它的特征方程 λ2 − 1 = 0，得 λ1 = 1, λ2 = −1，因此方程的基本解系为：

f1(x) = ex, f2(x) = e−x

注意到：令 f0(x) = −x2，于是 f ′′0 (x)− f0(x) = x2 − 2，这说明 f0(x) = −x2 是方程的一个特解，因
此：

f(x) = C1ex + C2e−x − x2

代入初值条件 f(0) = 0, f ′(0) = 2，则有：

f(x) = ex − e−x − x2

将 f(x) 代入全微分方程得：(ex(y + sin y)− e−xy) dx+ (ex (1 + cos y) + e−x) dy = 0，积分得：

u(x, y) =

� x

0

0dx+

� y

0

(
ex (1 + cos t) + e−x

)
dt

=exy + ex sin y + e−xy + C

14 确定常数 λ，使在右半平面 x > 0 上的向量场 v = 2xy(x4 + y2)λi − x2(x4 + y2)λj 为某二元函数

u(x, y) 的梯度，并求 u(x, y).

解: 因为 v 是某函数梯度，所以

0 =
∂
(
2xy(x4 + y2)λ

)
∂y

+
∂
(
x2(x4 + y2)λ

)
∂x

= 4x
(
x4 + y2

)λ
(λ+ 1)

解得 λ = −1，由于 ∇u(x, y) = v(x, y)，所以


∂u

∂x
=

2xy

x4 + y2

∂u

∂y
= − x2

x4 + y2

，于是：

u(x, y) =

� x

x0

2ty0
t4 + y20

dt−
� y

y0

x2

x4 + t2
dt+ u(x0, y0)

=

� x

x0

y0

(t2)
2
+ y20

d
(
t2
)
− arctan y

x2
+ arctan y0

x2
+ u(x0, y0)

= arctan x
2

y0
− arctan x

2
0

y0
− arctan y

x2
+ arctan y0

x2
+ u(x0, y0)

=− arctan y

x2
+ C

11.8 微分形式的积分

微分形式的种类 (以 R3 为例)
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1. 0 形式：ω0
ϕ = ϕ(x, y, z)，对应一个数量场 ϕ(x, y, z).

2. 1形式：ω1
v = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz，对应一个向量场 v = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+

R(x, y, z)k.

3. 2 形式：ω2
v = P (x, y, z)dy ∧ dz + Q(x, y, z)dz ∧ dx + R(x, y, z)dx ∧ dy，对应一个向量场 v =

P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j +R(x, y, z)k.

4. 3 形式：ω3
ϕ = ϕ(x, y, z)dxdydz，对应一个数量场 ϕ(x, y, z).

微分形式的积分

1. 1 形式的积分：定向曲线上的向量场积分
�
LAB

ω1
v =

�
LAB

(Pdx+Qdy +Rdz) =
�
LAB

v · dr

2. 2 形式的积分：定向曲面 (S,n) 上的向量场积分

�
S

ω2
v =

�
S

(Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy) =
�
S

v · ndS =

�
S

v · dS

3. 3 形式的积分：三重积分 �
V

ω3
ϕ =

�
V

ϕdxdydz

统一的 Stokes 公式

1. Green 公式：边界光滑的区域 D ⊂ R2，向量场 v = P i+Qj

�
∂D

ω1
v =

�
∂D

(Pdx+Qdy) =
�
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

�
D

ω2
∇×v =

�
D

dω1
v

2. Stokes 公式：边界光滑的曲面 S ⊂ R3，向量场 v = P i+Qj +Rk
�
∂S

ω1
v =

�
∂S

(Pdx+Qdy +Rdz)

=

�
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz

=

�
S

ω2
∇×v =

�
S

dω1
v

3. Gauss 公式：边界光滑的立体区域 V ⊂ R3，向量场 v = P i+Qj +Rk

�
∂V

ω2
v =

�
∂V

(Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy) =
�

V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

=

�
V

ω3
∇×v =

�
V

dω2
v

第 11 章综合习题
11.3 求平面上下列两个椭圆

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

x2

b2
+
y2

a2
= 1, a > b > 0

内部公共区域的面积.
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解: E1 : x
2

a2 + y2

b2 = 1, E2 : x
2

b2 + y2

a2 = 1，于是，根据对称性，由 Green 公式：

σ (E1 ∩ E2) =

�
E1∩E2

dxdy

= 8

�
∂(E1∩E2)∩{x⩾y⩾0}

xdy

= 8

� ab√
a2+b2

0

b

√
1− y2

a2
dy + 8

� (0,0)(
ab√

a2+b2
, ab√

a2+b2

) +

� (b,0)

(0,0)

xdy

= 8ab

� b√
a2+b2

0

√
1− t2dt− 4a2b2

a2 + b2

= 8ab

� arcsin b√
a2+b2

0

1 + cos 2z
2

dz − 4a2b2

a2 + b2

= 4ab arcsin b√
a2 + b2

因此，公共区域面积为 4ab arcsin b√
a2 + b2

11.4 (Poisson 公式) 设 S : x2 + y2 + z2 = 1，f (t) 是 R 上的连续函数，求证：

�
S

f (ax+ by + cz) dS = 2π

� 1

−1

f (kt) dt

其中 k =
√
a2 + b2 + c2.

证明: 注意到：ax+ by + cz = (x, y, z)· (a, b, c)，因此，设正交变换 φ：


e1

e2

e3

 =


a

k

b

k

c

k
b

k

−a
k

0

ac

k2
bc

k2
−a2 − b2

k2



i

j

k

 ,φ (x, y, z) = (u, v, w)

于是 φ (a, b, c) = (k, 0, 0) ,φ (S) = S′ : u2 + v2 + w2 = 1, |J (φ) | = 1，由于 J (φ) 是正交矩阵：

φ (a, b, c)·φ (x, y, z) = (a, b, c)J (φ)J (φ)
T


x

y

z

 = (a, b, c)· (x, y, z)

因此，设坐标变换


u = u

v =
√
1− u2 cos θ

w =
√
1− u2 sin θ

，则有：

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂θ

∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥∥
1 −u cos θ√

1−u2

−u sin θ√
1−u2

0 −
√
1− u2 sin θ

√
1− u2 cos θ

e1 e2 e3

∥∥∥∥∥∥∥∥
=
∣∣∣−ue1 −√1− u2 cos θe2 −

√
1− u2 sin θe3

∣∣∣
=1

77



第十一章 曲线积分和曲面积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

�
S

f (ax+ by + cz) dS

=

�
S

f ((a, b, c)· (x, y, z)) dS

=

�
S′
f ((k, 0, 0)· (u, v, w)) dS

=

�
S′
f (ku) dS

=

� 1

−1

du
� 2π

0

f (ku) dθ

=2π

� 1

−1

f (kt) dt

11.5 设 S (t) 是平面 x+ y + z = t 被球面 x2 + y2 + z2 = 1 截下的部分，且

F (x, y, z) = 1−
(
x2 + y2 + z2

)
求证：当 |t| ⩽

√
3 时有

�
S(t)

F (x, y, z) dS =
π

18

(
3− t2

)2
证明: 设正交变换 φ：

e1

e2

e3

 =


√
3
3

√
3
3

√
3
3√

2
2

−
√
2

2 0
√
6
6

√
6
6

−
√
6

3



i

j

k

 ,φ (x, y, z) = (u, v, w)

于是 φ ({ (x, y, z)|x+ y + z = 1}) =
{
(u, v, w)|u =

√
3
3 t
}
,

φ
({

(x, y, z)|x2 + y2 + z2 = 1
})

=
{
(u, v, w)|u2 + v2 + w2 = 1

}
，因此：

�
S(t)

F (x, y, z) dS =

�
{(√

3
3 ,v,w

)∣∣∣u2+v2=1− t2

3

}
(
1− t2

3
− v2 − w2

)
dS

=

� √
1− t2

3

0

dr
� 2π

0

(
1− t2

3
− r2

)
rdθ

= 2π

� √
1− t2

3

0

(
r − t2

3
r − r3

)
dr

= 2π

(
3− t2

6
r2 − r4

4

)∣∣∣∣
√

1− t2

3

0

=
π

18

(
3− t2

)2
11.6 设 f(t) 在 |t| ⩽

√
a2 + b2 + c2 上连续，证明：

�

x2+y2+z2⩽1

f

(
ax+ by + cz√
x2 + y2 + z2

)
dxdydz = 2

3
π

� 1

−1

f
(√

a2 + b2 + c2t
)

dt
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证明: 设坐标变换 T： 
u

v

w

 =


a√

a2+b2+c2
b√

a2+b2+c2
c√

a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

−a√
a2+b2+c2

0
ac

a2+b2+c2
bc

a2+b2+c2
−a2−b2
a2+b2+c2



x

y

z


易知，T 是正交方阵，因此：u2 + v2 + w2 = x2 + y2 + z2，

∣∣∣∂(u,v,w)
∂(x,y,z)

∣∣∣ = |detT | = 1，因此：

�

x2+y2+z2⩽1

f

(
ax+ by + cz√
x2 + y2 + z2

)
dxdydz =

�

u2+v2+w2⩽1

f

(√
a2 + b2 + c2u√
u2 + v2 + w2

)
dudvdw

设坐标变换


u = rt

v =
√
1− t2r cos θ

w =
√
1− t2r sin θ

, θ ∈ [0, 2π], t ∈ [−1, 1], r ∈ [0, , 1]，则有：

∣∣∣∣∂(u, v, w)∂(r, t, θ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

t r 0
√
1− t2 cos θ −tr cos θ√

1−t2 −
√
1− t2r sin θ

√
1− t2 sin θ −tr sin θ√

1−t2
√
1− t2r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2

因此：

�

u2+v2+w2⩽1

f

(√
a2 + b2 + c2u√
u2 + v2 + w2

)
dudvdw

=

� 1

0

r2dr
� 2π

0

dθ
� 1

−1

f
(√

a2 + b2 + c2t
)

dt

=
2π

3

� 1

−1

f(
√
a2 + b2 + c2t)dt

11.7 设 D 是平面上光滑封闭曲线 L 围成的区域，f(x, y) 在 D 上有二阶连续偏导数，且满足 Laplace
方程 ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y2 = 0，求证当 f(x) 在 L 上恒为零时，它在 D 上也恒为零.

证明: 由第 11.9 题知，f 的最大最小值均在 L 上取，所以 f(x, y) ≡ 0, ∀(x, y) ∈ D

证明: 要证明 f ≡ 0，只需证 ∇f ≡ 0，只需证 (∇f)2 ≡ 0，只需证

�
D

(∇f)2 dxdy = 0.

由于 ∇ · f∇f =
(
∂
∂xi+

∂
∂y j
)(

f ∂f∂x + f ∂f∂y

)
= (∇f)2 + f∆f = (∇f)2. 由 Gauss 公式，只需证

0 =

�
D

∇ · f∇fdxdy =

�
L

f∇f · nds

显然成立。

11.8 R2 中的调和函数平均值原理

设 f(x, y) 在 B(P0, R) 上有二阶连续的偏导数，且满足 Laplace 方程 ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = 0. 求证：对

0 ⩽ r ⩽ R，有 f(P0) =
1

2πr

�
L

f(x, y)ds，其中 P0 = (x0, y0)，L 是以 P0 为圆心，r 为半径的圆.

证明: 由第二 Green 公式：

1

2πr

�
L

f(x, y)ds

=
1

2πr

�
L

(f(P0) + (f(x, y)− f(P0))) ds
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=f(P0) +
1

2πr

�
L

(� r

0

df
dndt

)
ds

=f(P0) +
1

2πr

� r

0

(�
∂B(P0,t)

df
dnds

)
dt

=f(P0) +
1

2πr

� r

0

(�
B(P0,t)

∆fdxdy
)

dt

=f(P0)

推论 11.1: R3 中的调和函数平均值原理 设 f(x, y, z) 是定义在闭区域 Ω ⊂ R3 上的调和函数，满足

∆f = ∇ · ∇f = 0，对于任意的 B(P,R) ⊂ Ω，有：

4πR2f(P ) =

�

∂B(P,R)

f(x, y, z)dS

4

3
πR3f(P ) =

�

B(P,R)

f(x, y, z)dV

证明: �

∂B(P,R)

f(x, y, z)dS =

�

r∈∂B(O,R)

f (P + r) dS

=

�

r∈∂B(O,R)

(
f(P ) +

� R

0

∂f

∂n

∣∣∣∣
P+ r

Rr

dr
)

dS

=4πR2f(P ) +

� R

0

 �

r∈∂B(O,R)

∂f

∂n

∣∣∣∣
P+ r

Rr

dS

dr

=4πR2f(P ) +

� R

0

 �

r∈∂B(O,R)

∇f
(
P +

r

R
r
)
· dS

dr

=4πR2f(P ) +

� R

0

 �

r∈B(O,R)

∇ · ∇f
(
P +

r

R
r
)

dV

dr

=4πR2f(P ) +

� R

0

 �

r∈B(O,R)

∆f
(
P +

r

R
r
)

dV

dr

=4πR2f(P )

�

B(P,R)

f(x, y, z)dV =

� R

0

r2dr
� 2π

0

dφ
� π

0

sin θdθf(P + r(r, θ, φ))

=

� R

0

r

 �

B(O,r)

fdS

dr

=
4

3
πR3f(P )

11.9 调和函数的最值原理

设 D 是平面上光滑封闭曲线 L所围成的开区域，f(x, y)在 D 上有二阶连续偏导数，且满足 Laplace
方程 ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y2 = 0. 求证若 f(x, y) 不是常数，则它在 D 上的最大值和最小值都只能在 L 上取到.
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证明: ∀P0 ∈ D，由于 D 是开区域，所以 P0 为内点。∀r > 0 使得 B (P0, r) ⊂ D，我们有：f 在 B (P0, r)

上的平均值即为 f(P0)，这是因为，由第 11.8 题：

1

πr2

�
B(P0,r)

f(x, y)dxdy

=
1

πr2

� r

0

dt
�
∂B(P0,t)

f(x, y)ds

=
1

πr2

� r

0

2πtf(P0)dt

=f(P0)

由于 f 在D上有定义，所以 f 在D可以取到最大值和最小值。不妨设 f(P0) = max
D

f(x, y)，因此：∀r >

0使得 B(P0, r) ⊂ D, ∀Q ∈ B(P0, r)，有：f(Q) = f(P0). 这是因为：反设 ∃Q ∈ B(P0, r), f(Q) < f(P0)，由

连续函数保号性：∃B(Q, r′) ⊂ B(P0, r), ∀Q′ ∈ B(Q, r′), f(Q′) < f(P0)，又 ∀P ∈ B(P0, r), f(P ) ⩽ f(P0)，

则
1

πr2

�
B(P0,r)

f(x, y)dxdy < f(P0)，矛盾!

由于 D 是开区域，所以 ∀Q ∈ D，存在连接 P0, Q 的简单光滑曲线，设其参数表示为 r(t), t ∈
[0, 1], r(0) = P0, r(1) = Q，下考察集合 I = {s ∈ [0, 1]| ∀t ∈ [0, s], f(r(t)) = f(P0)}. 易知 I 6= ∅，这是因
为 {r(t)|t ∈ [0, 1]} ∩B(P0, r) 6= ∅. 因此，我们下证：I = [0, 1].
反设 I = [0, t0], t0 ∈ (0, 1)，于是 f(r(t0)) = f(P0) = max

D
f(x, y)，由上文知，∃δ > 0, B(r(t0), δ) ⊂ D，

使得 ∀M ∈ B(r(t0), δ), f(M) = f(r(t0)) = f(P0)，所以 ∃δ′ ∈ (0, 1− t0]，使得 ∀t ∈ (t0, t0+ δ′], f(r(t)) =

f(P0)，矛盾! 因此 I = [0, 1]，从而得知：f 在 D 的内点均取值 max
D

f(x, y).

由 Heine 定理，∀Q ∈ ∂D, ∃ {Pn}∞ : lim
n→∞

Pn = Q,Pn ∈ D，则 f(Q) = lim
n→∞

f(Pn) = max
D

f(x, y).

于是 ∀P ∈ D, f(P ) ≡ max
D

f(x, y)，同理，∀P ∈ D, f(P ) ≡ max
D

f(x, y) = min
D

f(x, y)，于是 f 为常值函

数，矛盾!

11.10 设 f(x, y, z) 在 B(P0, R) 上有二阶连续偏导数，且满足 Laplace 方程 ∆f = ∂2f
∂x2 +

∂2f
∂y2 + ∂2f

∂z2 = 0.

求证：∀0 ⩽ r ⩽ R, f(P0) =
1

4πr2

�
S

f(x, y, z)dS，其中 P0 = (x0, y0, z0)，S 是以 P0 为球心的球面.

证明: 由 Gauss 公式：

RHS =
1

4πr2

� 2π

0

dφ
� π

0

f(x0 + r sin θ cosφ, y0 + r sin θ sinφ, z0 + r cos θ)r2 sin θdθ

=
1

4π

� π

0

sin θdθ
� 2π

0

(
f(P0) +

� r

0

df
dndt

)
dφ (n = sin θ cosφi+ sin θ cosφj + cos θk)

=f(P0) +
1

4πr2

� r

0

dt
�
∂B(P0,t)

∇f · dS

=f(P0) +
1

4πr2

� r

0

dt
�

B(P0,t)

∇ · ∇fdV

=f(P0) +
1

4πr2

� r

0

dt
�

B(P0,t)

∆fdV

=f(P0) = LHS
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12.1 函数的 Fourier 级数
定理 12.1: 周期函数的 Fourier 级数

定义在 [−π, π] 的可积函数 f(x) 在周期延拓意义下，可以展开成

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

由于三角函数系的正交性：

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx, bn =

1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx

对于 [a, b] 上的可积函数 f(x)：

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos 2nπx

b− a
+ bn sin 2nπx

b− a

)
其中：

an =
2

b− a

� b

a

f(x) cos 2nπx
b− a

dx, bn =
2

b− a

� b

a

f(x) sin 2nπx

b− a
dx

函数的 Fourier 级数在 f(x) 分段可导的区间上平方平均收敛，且在 x 处收敛到
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
.

定理 12.2: Fourier 级数的复数形式
根据 eix = cosx+ i sinx 以及 [−l.l] 上的函数 f(x) 有 Fourier 级数

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnωx+ bn sinnωx)

(记 ω = π
l )，且 Fourier 系数为：

an =
1

l

� l

−l
f(x) cosnωxdx, bn =

1

l

� l

−l
f(x) sinnωxdx

得：

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(
an − ibn

2
einωx +

an + ibn
2

e−inωx
)

=

+∞∑
n=−∞

Fneinωx

其中：

Fn =
1

2l

� l

−l
f(x)e−inωxdx, n ∈ Z, 且 Fn = F−n

1 把它们展开成 Fourier 级数 (说明收敛情况).
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(1) 在 [−π, π) 中，f(x) =

−π, −π ⩽ x ⩽ 0

x, 0 < x < π

解: 设 f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)，易知

�
x cosnxdx =

cosnx+ nx sinnx
n2

+ C

�
x sinnxdx =

sinnx− nx cosnx
n2

+ C

an =
1

π

� 0

−π
(−π) cosnxdx+

1

π

� π

0

x cosnxdx

=
(−1)n − 1

n2π
, n ∈ N+

a0 = −π
2

bn =
1

π

� 0

−π
(−π) sinnxdx+

1

π

� π

0

x sinnxdx

=−
� 0

−π
sinnxdx− (−1)n

n

=
1− 2(−1)n

n

于是，f(x) 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ −π
4
+

∞∑
n=1

(
(−1)n − 1

n2π
cosnx+

1− 2(−1)n

n
sinnx

)

在 [−π, 0)和 (0, π)中，f(x)光滑，因此 Fourier级数一致收敛到 f(x)；在 x = 0处，收敛到 f(0−0)+f(0+0)
2 =

−π
2

(2) 在 [−π, π) 中，f(x) = cos x2 .

解: 设 f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

an =
1

π

� π

−π
cos x

2
cosnxdx

=
2

π

� π
2

−π
2

cosx cos 2nxdx

=
1

π

� π
2

−π
2

(cos (2n− 1)x− cos (2n+ 1)x) dx

=
4(−1)n

π (1− 4n2)

bn =
1

π

� π

−π
cos x

2
sinnxdx

=
2

π

� π
2

−π
2

(sin (2n+ 1)x− sin (2n− 1)x) dx

83



第十二章 FOURIER 分析 数学分析 B2 笔记 John 吴

=0

于是，f(x) 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ 2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(−1)n

1− 4n2
cosnx

由于 f 在 [−π, π] 上光滑且处处连续，且 f(−π) = f(π)，则 Fourier 级数在 [−π, π) 一致收敛于 f(x).

(3) 在 [−π, π) 中，f(x) =

 ex, −π ⩽ x ⩽ 0

1, 0 ⩽ x < π

解: 设 f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)，易知：

�
ex cosnxdx =

ex
n2 + 1

(cosnx+ n sinnx) + C

�
ex sinnxdx =

ex
n2 + 1

(sinnx− n cosnx) + C

an =
1

π

� 0

−π
ex cosnxdx+

1

π

� π

0

cosnxdx

=
1− e−π cosnπ
π (n1 + 1)

=
1− e−π(−1)n

π (n2 + 1)
, n ∈ N+

a0 =
1− e−π

π
+ 1 =

π + 1− e−π
π

bn =
1

π

� 0

−π
ex sinnxdx+

1

π

� π

0

sinnxdx

=
e−π(−1)n − n

π (n2 + 1)
+

1− (−1)n

nπ

于是，f(x) 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ π + 1− e−π
2π

+
1

π

∞∑
n=1

(
1− e−π(−1)n

n2 + 1
cosnx+

(−1)n
(
e−π − n2 − 1

)
+ 1

n (n2 + 1)
sinnx

)

由于 f 在 [−π, π] 上分段光滑且处处连续，则 Fourier 级数在 (−π, π) 一致收敛于 f(x)；在 x = −π 处收
敛到 f(−π+0)+f(π−0)

2 = 1+e−π

2

2 将下列函数展开成以指定区间长度为周期的 Fourier 级数，并说明收敛情况.

(1) f(x) = 1− sin x
2 (0 ⩽ x ⩽ π)

解:

an =
2

π

� π

0

(
1− sin x

2

)
cos 2nxdx

=− 4

π

� π
2

0

sinx cos(4nx)dx

=− 2

π

� π
2

0

(sin (4n+ 1)x− sin(4n− 1)x) dx
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=
4

(16n2 − 1)π
, n ∈ N+

a0 =
2

π

� π

0

(
1− sin x

2

)
dx =

2π − 4

π

bn =
2

π

� π

0

(
1− sin x

2

)
sin 2nxdx

=− 4

π

� π
2

0

sinx sin(4nx)dx

=− 2

π

� π
2

0

(cos(4n− 1)x− cos(4n+ 1)x) dx

=
16n

(16n2 − 1)π

于是，f(x) 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ π − 2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(
1

16n2 − 1
cos 2nx+

4n

16n2 − 1
sin 2nx

)
由于 f 在 [0, π] 光滑，且 f(0) = f(π)，所以 Fourier 级数在 [0, π] 一致收敛到 f(x)

(2) f(x) = x
3 (0 ⩽ x ⩽ T )

解:

an =
2

T

� T

0

x

3
cos 2nπ

T
xdx

=
2T

3

cos 2πn
T x+ 2πn

T x sin 2πn
T x

4π2n2

∣∣∣∣T
0

=0, n ∈ N+

a0 =
2

T

� T

0

x

3
dx =

T

3

bn =
2

T

� T

0

x

3
sin 2nπ

T
xdx

=
2T

3

sin 2πn
T x− 2πn

T x cos 2πn
T x

4π2n2

∣∣∣∣T
0

=− T

3πn

于是，f(x) 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ T

6
− T

3π

∞∑
n=1

sin 2πnx
T

n

因为 f 在 [0, T ] 光滑，且 f(0) = 0, f(T ) = T，所以在 (0, T ) 上 Fourier 级数一致收敛到 f(x)，在 x = 0

和 x = T 处 Fourier 级数收敛到 f(0)+f(T )
2 = T

6

(3) f(x) = eax (−l ⩽ x ⩽ l)

解: �
eax cos kxdx =

k sin kx+ a cos kx
a2 + k2

eax + C
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�
eax sin kxdx =

a sin kx− k cos kx
a2 − k2

eax + C

an =
1

l

� l

−l
eax cos nπ

l
xdx

=
nπ sin nπ

l x+ al cos nπl x
a2l2 + n2π2

eax
∣∣∣∣l
−l

=
al(−1)n

(
eal − e−al

)
a2l2 + n2π2

, n ∈ N+

a0 =
1

l

� l

−l
eaxdx =

 eal−e−al

al , a 6= 0

2, a = 0

bn =
1

l

� l

−l
eax sin nπ

l
xdx

=
al sin nπ

l x− nπ cos nπl x
a2l2 − n2π2

∣∣∣∣l
−l

=−
nπ(−1)n

(
eal − e−al

)
a2l2 − n2π2

于是，f 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼


(
eal − e−al

)( 1

2al
+

∞∑
n=1

(−1)n
(
al cos nπl x
a2l2 + n2π2

+
nπ sin nπ

l x

n2π2 − a2l2

))
, a 6= 0

1, a = 0

(4) f(x) =

 1, |x| < 1

−1, 1 ⩽ |x| ⩽ 2

解:

an =
1

2

� 2

−2

f(x) cos nπ
2
xdx

=
1

2

� 1

−1

cos nπ
2
xdx− 1

2

(� −1

−2

+

� 2

1

)
cos nπ

2
xdx

=
4

nπ
sin nπ

2
, n ∈ N+

a0 =
1

2

� 2

−2

f(x)dx = 0

由于 f 是偶函数，所以 bn = 0, ∀n ∈ N+ 于是，f 在 [−2, 2] 上的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ 4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
cos (2n− 1)π

2
x

因为 f 在 [−2, 2] 上分段光滑，f(−2) = f(2)，所以在 (−1, 1), [−2,−1), (1, 2] 上，Fourier 级数一致收敛
到 f(x)；在 x = −1 处收敛到 f(−1−0)+f(−1+0)

2 = 0，在 x = 1 处收敛到 f(1−0)+f(1+0)
2 = 0

3 把下列函数展开成正弦级数和余弦级数
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(1) f(x) = 2x2 (0 ⩽ x ⩽ π)

解: 易见，我们有：
�
x2 cosnxdx =

1

n
x2 sinnx+

2

n2
x cosnx− 2

n3
sinnx+ C

�
x2 sinnxdx = − 1

n
x2 cosnx+

2

n2
x sinnx+

2

n3
cosnx+ C

先求正弦级数，把 f 奇延拓到 [−π, π]

bn =
2

π

� π

0

2x2 sinnxdx

=
4

π

(
− 1

n
x2 cosnx+

2

n2
x sinnx+

2

n3
cosnx

)∣∣∣∣π
0

=
4
(
2(−1)n − 2− n2π2(−1)n

)
πn3

于是，f 的正弦级数为：

f(x) ∼ 4

π

∞∑
n=1

2(−1)n − 2− n2π2(−1)n

n3
sinnx

再求余弦级数，把 f 偶延拓到 [−π, π]

an =
2

π

� π

0

2x2 cosnxdx

=
4

π

(
1

n
x2 sinnx+

2

n2
x cosnx− 2

n3
sinnx

)∣∣∣∣π
0

=
8(−1)n

n2
, n ∈ N+

a0 =
2

π

� π

0

2x2dx =
4

3
π2

于是，f 的余弦级数为：

f(x) ∼ 4

3
π2 + 8

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnx

(2) f(x) =

A, 0 ⩽ x < 1
2

0, 1
2 ⩽ x ⩽ l

解: 先求正弦函数，把 f 奇延拓到 [−l, l]

bn =
2

l

� l

0

f(x) sin nπ
l
xdx

=
2A

l

� 1
2

0

sin nπ
l
xdx

=
2A

nπ

(
1− cos nπ

2l

)
于是，f 的正弦级数为：

f(x) ∼ 2A

π

∞∑
n=1

1− cos nπ2l
n

sin nπ
l
x

再求余弦级数，把 f 偶延拓到 [−l.l]

an =
2A

l

� 1
2

0

cos nπ
l
xdx
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=
2A

nπ
sin nπ

2l
, n ∈ N+

a0 =
2A

l

� 1
2

0

1dx =
A

l

于是，f 的余弦级数为：

f(x) ∼ A

2l
+

2A

π

∞∑
n=1

1

n
sin nπ

2l
cos nπ

l
x

(3) f(x) =

 1− x
2h , 0 ⩽ x ⩽ 2h

0, 2h < x ⩽ π

解: 先求正弦函数，把 f 奇延拓到 [−π, π]

bn =
2

π

� 2h

0

(
1− x

2h

)
sinnxdx

=
2nh− sin 2nh

πhn2

因此，f 的正弦级数为：

f(x) ∼ 1

πh

∞∑
n=1

2nh− sin 2nh

n2
sinnx

再求余弦级数，把 f 偶延拓到 [−l.l]

an =
2

π

� 2h

0

(
1− x

2h

)
cosnxdx

=
1− cos 2nh

πhn2
, n ∈ N+

a0 =
2

π

� 2h

0

(
1− x

2h

)
dx =

2h

π

于是，f 的余弦级数为：

f(x) ∼ h

π
+

1

πh

∞∑
n=1

1− cos 2nh
n2

cosnx

4 已知函数的 Fourier 级数展开式，求常数 a 的值。

(1)
∞∑
n=1

cos (2n− 1)x

(2n− 1)
2 = a (2a− |x|)，其中 −π ⩽ x ⩽ π.

解:

an =
2

π

� π

0

a (2a− |x|) cosnxdx

=
2a

π

� π

0

(2a− x) cosnxdx

=
2a (1− (−1)n)

πn2
, n ∈ N+

a0 =
2

π

� π

0

a (2a− |x|) dx = a(4a− π)

比较系数得：

 a(4a− π) = 0

4a
π = 1

，解得：a = π
4
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(2)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
sinnx = ax，其中 −π < x < π.

解:

bn =
2

π

� π

0

ax sinnxdx

=
2a

π

sinnx− nx cosnx
n2

∣∣∣∣π
0

=
2a(−1)n−1

n

与级数比较系数得：a =
1

2

5

(1) 设

f(x) =

 x, 0 ⩽ x ⩽ 1
2

2− 2x, 1
2 < x < 1

S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnπx, −∞ < x < +∞

其中 an = 2

� 1

0

f(x) cosnπxdx (n = 0, 1, 2, · · · ). 求 S
(
9
4

)
, S
(
− 5

2

)
.

解: 由于 S(x) 是 f(x) 的余弦级数，所以：

S

(
9

4

)
= f

(
1

4

)
=

1

4

S

(
−5

2

)
= S

(
−1

2

)
= S

(
1

2

)
=
f
(
1
2 − 0

)
+ f

(
1
2 + 0

)
2

=
3

4

(2) 设 f(x) =

−1, −π < x ⩽ 0

1 + x2, 0 < x ⩽ π
则其以 2π 为周期的 Fourier 级数的合函数为 S(x),−∞ < x <

+∞. 求 S(3π), S(−4π).

解: 易知，f(x) 在 (−π, 0), (0, π) 分别可导，于是由 Dirichlet 收敛定理知，S(x) 在 (−π, 0), (0, π) 分别
收敛于 f(x)；S(0) = 0, S(π) = π2

2 ，且 S(x) 周期为 2π. 因此，S(3π) = S(π) = π2

2 , S(−4π) = S(0) = 0.

6 设 f(x) 是一个以 2π 为周期的函数

(1) 如果 f(x± π) = −f(x)，试证明 f(x) 在 (−π, π) 内的 Fourier 展开只含有奇次谐波，即

a2n = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) , b2n = 0 (n = 1, 2, · · · )

解:

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx

=
1

π

� π

0

f(x) cosnxdx+
1

π

� π

0

f(x− π) cosn(x− π)dx

=
1

π

� π

0

(f(x)− (−1)nf(x)) cosnxdx, n ∈ N+
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a0 =
1

π

� π

−π
f(x)dx =

1

π

� π

0

(f(x)− f(x)) dx = 0

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx

=
1

π

� π

0

f(x) sinnxdx+
1

π

� π

0

f(x− π) sinn(x− π)dx

=
1

π

� π

0

(f(x)− (−1)nf(x)) sinnxdx, n ∈ N+

因此当 n 为偶数时，an = bn = 0，只含有奇次谐波.

(2) 如果 f(x± π) = f(x)，试证明 f(x) 在 (−π, π) 内的 Fourier 展开只含有偶次谐波，即

a2n−1 = 0 (n = 1, 2, · · · ) , b2n−1 = 0 (n = 1, 2, · · · )

解:

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx

=
1

π

� π

0

f(x) cosnxdx+
1

π

� π

0

f(x− π) cosn(x− π)dx

=
1

π

� π

0

(f(x) + (−1)nf(x)) cosnxdx, n ∈ N+

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx

=
1

π

� π

0

f(x) sinnxdx+
1

π

� π

0

f(x− π) sinn(x− π)dx

=
1

π

� π

0

(f(x) + (−1)nf(x)) sinnxdx, n ∈ N+

因此当 n 为奇数时，an = bn = 0，只含有偶次谐波.

7 已知周期为 2π 的函数 f(x) 的 Fourier 系数是 an, bn，试证明“平移”了的函数 f(x+ h) (h =常数)

的 Fourier 系数为：

ān = an cosnh+ bn sinnh (n = 0, 1, 2, · · · ) , b̄n = bn cosnh− an sinnh (n = 1, 2, · · · )

解: 设 f(x) 定义在 [a, a+ 2π] 上，于是：

an =
1

π

� a+2π

a

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

� a+2π

a

f(x) sinnxdx

于是：f(x+ h) 的 Fourier 系数：

ān =
1

π

� a+2π−h

a−h
f(x+ h) cos n

x
dx

=
1

π

� a+2π

a

f(x) cosn(x− h)dx

=an cosnh+ bn sinnh

b̄n =
1

π

� a+2π−h

a−h
f(x+ h) sin n

x
dx

=
1

π

� a+2π

a

f(x) sinn(x− h)dx

=bn cosnh− an sinnh
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8 将 y = 1− x2 在 [−π, π] 上展开成 Fourier 级数，并利用其结果求下列级数的和：

解: �
x2 cosnxdx =

1

n
x2 sinnx+

2

n2
x cosnx− 2

n3
sinnx+ C

an =
1

π

� π

−π

(
1− x2

)
cosnxdx

=
4(−1)n−1

n2
, n ∈ N+

a0 = 2− 2

3
π2

bn = 0

于是，f 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ S(x) =
3− π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
cosnx

(1)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2

解: 因为 f(x) 是偶函数，f(1) = f(−1)，所以在 R 上，S(x) = f(x)，则

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=
π2

12

(2)
∞∑
n=1

1

n4

解: 由 Parseval 等式：

2− 4

3
π2 +

2

5
π4 =

1

π

� π

−π
f2(x)dx =

2
(
3− π2

)2
9

+ 16

∞∑
n=1

1

n4
= 2− 4

3
π2 +

2

9
π4 + 16

∞∑
n=1

1

n4

⇐⇒
∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90

9 将 f(x) = 1 + x (0 ⩽ x ⩽ π) 在 [−π, π] 上展成周期为 2π 的余弦级数，并求

(1)
∞∑
n=1

cos(2n− 1)

(2n− 1)2
(2)

∞∑
n=1

cos 4(2n− 1)

(2n− 1)2

解: 对 f 作偶延拓，延拓到 [−π, π] 上，再做周期延拓

an =
2

π

� π

0

(1 + x) cosnxdx =
2(−1)n − 2

πn2
n ∈ N+

a0 =
2

π

� π

0

(1 + x) dx = π + 2

于是，f 的余弦级数为：

f(x) ∼ S(x) =
π + 2

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

由于 f 在 [0, π] 可导，且是偶延拓，所以当 x ∈ (−π, π) 时，收敛到 f(x)，则 f(x) = S(x). 于是：
∞∑
n=1

cos(2n− 1)

(2n− 1)2
=
π2 + 2π

8
− π

4
S(1) =

π2 + 2π

8
− π

4
f(1) =

π2 − 2π

8

∞∑
n=1

cos 4(2n− 1)

(2n− 1)2
=
π2 + 2π

8
− π

4
S(4) =

π2 + 2π

8
− π

4
f(2π − 4) =

−3π2 + 8π

8
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10 设 f(x) 在
[
−T

2 ,
T
2

]
这个周期上可以表示为：

f(x) =


0, −T

2 ⩽ x < τ
2

H, − τ
2 ⩽ x < τ

2

0, τ
2 ⩽ x ⩽ T

2

试把它展开成 Fourier 级数的复数形式。

解: 易知 f(x) 是偶函数，所以 bn = 0

an =
2

T

� τ
2

− τ
2

H cosnxdx =
4H sin nπ

2

Tn
, n ∈ N+

a0 =
2

T

� τ
2

− τ
2

Hdx =
2πH

T

f(x) =
Hπ

T
+

4H

T

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
cos(2n− 1)x =

Hπ

T
+

2H

T

+∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
ein 2π

T x +
2H

T

−∞∑
n=−1

(−1)n−1

2n− 1
ein 2π

T x

12.2 平方平均收敛

定义 12.1: L2[a, b] 为 [a, b] 上可积且平方可积的函数的全体。设 f(x), g(x) ∈ L2[a, b]，已验证 L2[a, b]

是线性空间，定义：

内积：〈f, g〉 =
� b
a
f(x)g(x)dx

模长：‖f‖ =
√

〈f, f〉 =

√� b

a

f2(x)dx

距离：‖f − g‖ =
√

〈f − g, f − g〉 =

√� b

a

(f(x)− g(x))
2 dx

在上述条件下，易知 L2[−π, π] 上的三角函数系 S =

{
1√
2π
,
cosmx√

π
,
sinmx√

π

∣∣∣∣m ∈ N+

}
是标准正交

系 (不同元素内积为 0，模长均为 1)

定理 12.3: 平方平均收敛
对 L2[a, b] 中的函数 f(x)，若存在 L2[a, b] 中的函数列 {fn(x)}∞，使得 lim

n→∞
‖fn(x) − f(x)‖2 =

lim
n→∞

� b
a
(fn(x)− f(x))

2 dx = 0，则 {fn(x)}∞ 平方平均收敛于 f(x).

注 12.1: 平方平均收敛是比逐点收敛更弱的收敛，因为是使用积分来定义的，所以在零测集上可以不收
敛到目标函数。

例子 12.1: 研究 Fourier 级数的收敛性
因为 f(x) ∈ L2[−π, π] 可以展开成 Fourier 级数等价于 S =

{
1√
2π
,
cosmx√

π
,
sinmx√

π

∣∣∣∣m ∈ N+

}
是

L2[−π, π] 的一组正交基，此时设 f(x) Fourier 级数的部分和为

Sn(x) ∈ Sn =

〈
1√
2π
,
cosmx√

π
,
sinmx√

π

∣∣∣∣m = 1, 2, · · · , n
〉

(S 的有限维子空间)。则 Fourier 级数平方平均

收敛等价于 lim
n→∞

‖Sn(x)− f(x)‖ = 0，则 Sn(x) 应是 f(x) 在上述有限维子空间的投影。根据投影的性质，

只需证明：‖Sn(x)− f(x)‖ = min
gn(x)∈Sn

‖gn(x)− f(x)‖. 设 gn(x) =
α0

2
+

n∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)，于是：

∆n =‖gn(x)− f(x)‖2
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=

� π

−π
(gn(x)− f(x))

2 dx

=

� π

−π

(
f2(x) + g2n(x)− 2f(x)g(x)

)
dx (根据三角函数系的正交性)

=

� π

−π
f2(x)dx+

� π

−π

(
α2
0

4
+

n∑
k=1

(
α2
k cos2 kx+ β2

k sin2 kx
))

dx

− 2

� π

−π

(
α0a0
4

+

∞∑
k=1

(
αkak cos2 kx+ βkbk sin2 kx

))
dx

=

� π

−π
f2(x)dx+ π

(
α2
0

2
+

n∑
k=1

(
α2
k + β2

k

))
− 2π

(
α0a0
2

+

n∑
k=1

(αkak + βkbk)

)

=

� π

−π
f2(x)dx− π

(
a20
2

+

n∑
k=1

(
a2k + b2k

))
+ π

(
(α0 − a0)

2

2
+

n∑
k=1

(
(
(αk − ak)

2
+ (βk − bk)

2
))

⩾
� π

−π
f2(x)dx− π

(
a20
2

+

n∑
k=1

(
a2k + b2k

))
=‖Sn(x)− f(x)‖2 ⩾ 0

当且仅当 gn(x) = Sn(x) 时取等，因此我们得到：

定理 12.4: Bessel 不等式/Best Approximation
设 f(x) ∈ L2[−π, π]，则在所有 n 次三角多项式中，有且仅有 f(x) 的 Fourier 系数构成的三角多项

式 Sn(x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) 与 f(x) 距离最小，即与 f(x) 的平方平均偏差 ∆n 最小，且

最小值为：

∆n = ‖Sn(x)− f(x)‖2 =

� π

−π
f2(x)dx− π

(
a20
2

+

n∑
k=1

(
a2k + b2k

))
⩾ 0

所以：
a20
2

+

n∑
k=1

(
a2k + b2k

)
⩽ 1

π

� π

−π
f2(x)dx

定理 12.5: Parseval 等式
设 f(x) ∈ L2[−π, π]，则 f(x) 的 Fourier 级数部分和函数列 {Sn(x)}∞ 平方平均收敛于 f(x)：

lim
n→∞

‖f(x)− Sn(x)‖2 = lim
n→∞

� π

−π
(f(x)− Sn(x))

2 dx = 0

上述结论等价于 Bessel 不等式中的等号成立，也即：

a20
2

+

∞∑
k=1

(
a2k + b2k

)
=

1

π

� π

−π
f2(x)dx

推论 12.1: f(x) ∈ L2[a, b]，则 f 的 Fourier 系数 {an}∞, {bn}∞ 均趋向于零，且平方和收敛。

推论 12.2: 设 f, g ∈ L2[a, b]，f, g 的 Fourier 系数分别是 an, bn, ãn, b̃n，则有：

f(x) ≡ 0 ⇐⇒ an = 0, bn = 0 需要 f 具有连续性

f(x) ≡ g(x) ⇐⇒ an = ãn, bn = b̃n 需要 f − g 具有连续性

1

π

� π

−π
f(x)g(x)dx =

a0ã0
2

+

∞∑
n=1

(
anãn + bnb̃n

)
(由极化恒等式)
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推论 12.3: 设 f(x) ∈ L2[−π, π]，Fourier 级数为 f(x) ∼ S(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)，则
∀ − π ⩽ a ⩽ b ⩽ π � b

a

f(x)dx =

� b

a

a0
2

dx+

∞∑
n=1

� b

a

(an cosnx+ bn sinnx)

证明: 取 g(x) =

 1, a ⩽ x ⩽ b

0, else
，于是 g(x) 的 Fourier 系数为

ãn =
1

π

� b

a

cosnxdx, b̃n =
1

π

� b

a

sinnxdx

=⇒
� b

a

f(x)dx =

� π

−π
f(x)g(x)dx =

� b

a

a0
2

dx+

∞∑
n=1

� b

a

(an cosnx+ bn sinnx)

定义 12.2: 广义 Fourier 级数

1. 已知 ∀f(x) ∈ L2[−π, π]均可以展开成标准正交系
{

1√
2π
,
cosmx√

π
,
sinmx√

π

∣∣∣∣m ∈ N+

}
中向量的线性

组合，那么我们试图考虑其他的正交系，例如 Legrendre 多项式：Pn(x) =
1

2nn!

dn
dxn

(
x2 − 1

)n
,

n ∈ N，它是 L2[−1, 1] 上的正交系 (习题中提供证明).

2. 设 {φk(x)|k ∈ N+} 是 L2[a, b] 的标准正交系，那么可以构造对于它的广义 Fourier 系数：

an =

� b

a

f(x)φn(x)dx

从而构造 f 的广义 Fourier 级数：f(x) ∼
∞∑
n=1

anφn(x).

定理 12.6: 广义 Bessel 不等式
设 f(x) ∈ L2[a, b]，L2[a, b]上有标准正交系 {φn(x)}∞，设 f(x)的广义 Fourier系数为 {an}∞，对任意

的“n次 φ多项式”Tn(x) =
n∑
k=1

αkφk(x)，均有：‖f(x)−Tn(x)‖ ⩾ ‖f(x)−Tn(x)‖ =
� b
a
f2(x)dx−

n∑
k=1

a2k ⩾ 0

证明: 由正交性，我们有：

∆n =

� b

a

(f(x)− Tn(x))
2 dx

=

� b

a

f2(x)dx+

� b

a

T 2
n(x)dx− 2

� b

a

f(x)Tn(x)dx

=

� b

a

f2(x)dx−
n∑
k=1

a2k +

n∑
k=1

(ak − αk)
2

⩾
� b

a

f2(x)dx−
n∑
k=1

a2k

=‖f(x)− Sn(x)‖2

当且仅当 Tn(x) = Sn(x) 时取等.

定义 12.3: 正交系的完备性
设 ∀f(x) ∈ L2[a, b]，an 是 f 的广义 Fourier 系数，若广义 Parvesal 等式成立：

∞∑
n=1

a2n = ‖f(x)‖2，则

{φn(x)}∞ 是完备的标准正交系。(由 L2[a, b] 中的“距离”定义和广义 Bessel 不等式可证)

定理 12.7: 设 {φn(x)}∞ 是 L2[a, b] 中完备的标准正交系，那么 f(x) ∈ L2[a, b] 的广义 Fourier 级数部
分和 {Sn(x)}∞ 平方平均收敛于 f(x).
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1 将 f(x) =

 1, |x| < a

0, a ⩽ |x| < π
展开成 Fourier 级数，然后利用 Parseval 等式求下列级数的和：

(1)
∞∑
n=1

sin2 na

n2
；(2)

∞∑
n=1

cos2 na
n2

.

解: 求余弦级数，将 f(x) 进行偶延拓：

an =
2

π

� a

0

cosnxdx =

 2 sinna
nπ , n ∈ N+

2a
π , n = 0

于是，f(x) 的余弦级数为：

f(x) ∼ a

π
+

2

π

∞∑
n=1

sinna
n

cosnx

由 Parvesal 等式：
2a2

π2
+

4

π2

∞∑
n=1

sin2 na

n2
=

1

π

� π

−π
f2(x)dx =

2a

π

因此：
∞∑
n=1

sin2 na

n2
=
πa

2
− a2

2

因为

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
，所以：

∞∑
n=1

cos2 na
n2

=
π2

6
− πa

2
+
a2

2

2 设 f(x) ∈ L2[−π, π]，an, bn 是 f(x) 的 Fourier 系数，求证：
∞∑
n=1

an
n
和

∞∑
n=1

bn
n
收敛.

证明: 由 Parseval 等式：
a20
2

+

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
=

1

π

� π

−π
f2(x)dx

由 Cauchy 不等式：
n∑
k=1

a2k

n∑
k=1

1

n2
⩾
(

n∑
k=1

|ak|
k

)2

由于
n∑
k=1

1

k2
⩽

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
，所以

∞∑
n=1

an
n
绝对收敛，同理，

∞∑
n=1

bn
n
绝对收敛。

3 求周期为 2π 的函数 f(x) =

−1, −π < x < 0

1, 0 ⩽ x ⩽ π
的 Fourier 级数，并求

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
以及

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
, (0 ⩽ x ⩽ π).

解:
an = 0, n ∈ N+

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx =

2(1− cosnπ)
nπ

=

 0, n = 2k
4

nπ
, n = 2k − 1

k ∈ N+
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f(x) ∼ 4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1

由 Parvesal 等式：
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=

π

16

� π

−π
f2(x)dx =

π2

8

对 f(x) 求变上限积分 (x ∈ [0, π])：

� x

0

f(x)dx =
4

π

∞∑
n=1

� x

0

sin(2n− 1)x

2n− 1
dx =

4

π

( ∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
− cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

)
=
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

⇐⇒
∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
=
π

4

(
π

2
−
� x

0

f(x)dx
)

=
π2 − 2πx

8

5 将 f(x) = a
(
1− x

l

)
(0 ⩽ x ⩽ l) 按照第 4 题中 (2) 函数系展开成广义 Fourier 级数.

解:

bn =
2

l

� l

0

a
(
1− x

l

)
sin nπx

l
dx =

2a

nπ

=⇒ f(x) ∼ 2a

π

∞∑
n=1

sin nπx
l

n

6 将 f(x) = x (0 ⩽ x ⩽ l) 按第 4 题 (4) 的函数系展开成广义 Fourier 级数.

解:

an =
2

l

� l

0

x cos (2n− 1)πx

2l
dx =

4l

π

(2n− 1)π(−1)n−1 − 2

(2n− 1)2

=⇒ f(x) ∼ 4l

π2

∞∑
n=1

(2n− 1)π(−1)n−1 − 2

(2n− 1)2
cos (2n− 1)πx

2l

7 证明 Legrendre 多项式
Pn(x) =

1

2nn!

dn
dxn

(
x2 − 1

)n
, n ∈ N

在区间 [−1, 1] 上构成一个正交系.

证明: ∀n,m ∈ N，因为：
dk
dxk

(
x2 − 1

)n∣∣∣∣
x=±1

= 0, ∀0 ⩽ k ⩽ n− 1，注意到：deg (Pn(x)) = n，不妨设

m ⩾ n：

〈Pn(x), Pm(x)〉

=

� 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx

=
1

2m+nm!n!

� 1

−1

dn
dxn

(
x2 − 1

)n dm
dxm

(
x2 − 1

)m dx

=
1

2m+nm!n!

� 1

−1

dn
dxn

(
x2 − 1

)n d
(

dm−1

dxm−1

(
x2 − 1

)m)
=

1

2m+nm!n!

(
dn
dxn

(
x2 − 1

)n dm−1

dxm−1

(
x2 − 1

)m)∣∣∣∣1
−1

− 1

2m+nm!n!

� 1

−1

dn+1

dxn+1

(
x2 − 1

)n dm−1

dxm−1

(
x2 − 1

)m dx
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=
(−1)k

2m+nm!n!

� 1

−1

dn+k
dxn+k

(
x2 − 1

)n dm−k

dxm−k

(
x2 − 1

)m dx (0 ⩽ k ⩽ m)

=
(−1)m

2m+nm!n!

� 1

−1

(
x2 − 1

)m dn+m
dxn+m

(
x2 − 1

)n dx

=

 0, m > n

(−1)nCn
2n

4n

� 1

−1

(
x2 − 1

)n dx, m = n

‖Pn(x)‖2 =
(−1)nCn2n

4n

� 1

−1

(
x2 − 1

)n dx

=
2(−1)nCn2n

4n

� 1

0

(
x2 − 1

)n dx

=
2(−1)n+1Cn2n

4n

� 1

0

2n

3

(
x2 − 1

)n−1 dx3

=
2(−1)n+2Cn2n

4n

� 1

0

22n(n− 1)

3× 5

(
x2 − 1

)n−2 dx5

=
2(−1)n+kCn2n

4n

� 1

0

2kn!

(n− k)!(2k + 1)!!

(
x2 − 1

)n−k dx2k+1

=
2Cn2n
4n

� 1

0

2nn!

(2n+ 1)!!
dx2n+1

=
(2n− 1)!!(2n)!!

n!2n−1(2n+ 1)!!

=
2

2n+ 1

于是，我们可以指出其对应的标准正交系：
√
n+ 1

2

2nn!

dn
dxn

(
x2 − 1

)n∣∣∣∣∣∣n ∈ N


12.3 收敛性定理的证明

定理 12.8: Dirichlet 收敛定理
设 Sn(x) 是 f(x) ∈ L2[−π, π] 的 Fourier 级数的前 2n+ 1 项和，将 f 做 T = 2π 的周期延拓，则：

1. 若 f 在 [−π, π] 分段可微，则 {Sn(x)}∞ 在 R 上逐点收敛，且 lim
n→∞

Sn(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2

2. 若在上一种情况下增加 f 周期延拓后在 R连续的条件，则 {Sn(x)}∞ 在 R上绝对一致收敛到 f(x)，

即 lim
n→∞

Sn(x) ⇒ f(x).

注 12.2: 分段可微是指，在 [−π, π] 上有限个子开区间上可微，且在每一个该种子开区间的左右端点的极
限存在。在每个这样的子开区间的闭包中，左右端点处的单侧导数定义为：按照函数在该端点的取值等于

在此开区间闭包上的该端点处对应单侧极限，所计算得的对应单侧导数。

证明: (1) 以 T = 2π，将 f(x) 做周期延拓。由 Fourier 系数的定义，设 S(x) =
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
，我

们有：

Sn(x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

=
1

2π

� π

−π
f(t)dt+ 1

π

n∑
k=1

� π

−π
(cos kx cos kt+ sin kx sin kt) f(t)dt
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=
1

π

� π

−π
f(t)

(
1

2
+

n∑
k=1

cos (k(x− t))

)
dt

=
1

π

� π

−π
f(t)

sin
((
n+ 1

2

)
(x− t)

)
2 sin

(
1
2 (x− t)

) dt

=
1

2π

� π−x

−π−x
f(x+ t)

sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
1
2 t
) dt

=
1

2π

� π

−π
f(x+ t)

sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
1
2 t
) dt

其中：

Dn(t) =
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

2 sin t
2 t

=
1

2
+

n∑
k=1

cos kt = 1

2

n∑
k=−n

eikt

称 Dirichlet Kernel，是在 x = 0 处有极限的偶函数，并且满足：� π

0

Dn(t)dt =
π

2
,

� π

−π
Dn(t)dt = π

由此：

Sn(x) =
1

2π

(� 0

−π
+

� π

0

)
f(x+ t)

sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
1
2 t
) dt = 1

2π

� π

0

sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
1
2 t
) (f(x+ t) + f(x− t)) dt

由 Dirichlet Kernel的性质，设 ϕ(t, x) = f(x+t)+f(x−t)−2S(x) = f(x+t)−f(x+0)+f(x−t)−f(x−0).

Sn(x)− S(x) =
1

2π

� π

0

sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
1
2 t
) ϕ(t, x)dt

∀g(x) ∈ L2[0, π]，设 ψ(x) =

 g(x), x ∈ [0, π]

0, x ∈ [−π, 0)
，由 Bessel 不等式知平方可积函数的 Fourier 系数趋于

零，所以：

lim
n→∞

� π

0

g(t) sin
(
n+

1

2

)
tdt = lim

n→∞

� π

−π
ψ(t)

(
sinnt cos t

2
+ sin t

2
cosnt

)
dt

= lim
n→∞

� π

−π

((
ψ(t) cos t

2

)
sinnt+

(
ψ(t) sin t

2

)
cosnt

)
dt = 0 + 0 = 0

因为：
ϕ(t, x)

sin t
2

=

(
f(x+ t)− f(x+ 0)

t
+
f(x− t)− f(x− 0)

t

)
t

sin t
2

，所以当 t > 0时，函数
ϕ(t, x)

sin t
2

是分

段可微的，且 lim
t→0+

ϕ(t, x)

sin t
2

= 2f ′(x+0)−2f ′(x−0). 因此 t = 0不是瑕点，
ϕ(t, x)

sin t
2

是平方可积的。因此令

g(x) =
ϕ(x, t)

sin t
2

，则 lim
n→∞

(Sn(x)− S(x)) = 0，即 {Sn(x)}∞ 逐点收敛到 S(x) =
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
。

证明: (2) 当 f(x) 周期延拓后连续时，f ′(x) 在 [−π, π] 可积且平方可积，f(−π) = f(π)，于是：

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx =

f(x) sinnx
nπ

∣∣∣∣π
−π

− 1

nπ

� π

−π
f ′(x) sinnxdx = −b

′
n

n

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx =

f(x) cosnx
nπ

∣∣∣∣π
−π

+
1

nπ

� π

−π
f ′(x) cosnxdx =

a′n
n

其中 a′n, b
′
n 是 f ′(x) 的 Fourier 系数，由 f(−π) = f(π) 知 a′0 = 0，由 Bessel 不等式，

∑
n=1

(
a′n

2
+ b′n

2
)

收敛，由 2|an| = 2

∣∣∣∣b′nn
∣∣∣∣ ⩽ b′n

2
+

1

n2
, 2|bn| = 2

∣∣∣∣a′nn
∣∣∣∣ ⩽ a′n

2
+

1

n2
知：∀x ∈ R, |an cosnx + bn sinnx| ⩽

|an|+ |bn| ⩽
1

2

(
a′n

2
+ b′n

2
)
+

1

n2
，由Weierstrass判别法，f(x)的 Fourier级数在 R上绝对一致收敛。
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定理 12.9: 平方平均收敛性定理
设 f(x) 是 [−π, π] 的 Riemann 可积的函数，那么其 Fourier 级数平方平均收敛到 f(x).

证明: 因为 f(x) Riemann 可积，所以不妨设 f(−π) = f(π)，不妨设 f 非常数. 设 sup
x∈[−π,π]

f(x) −

inf
x∈[−π,π]

f(x) = Ω. 取区间 [−π, π] 的任意一个分割 T : −π = x0 < x1 < · · · < xn = π，那么：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀‖T‖ < δ :

n∑
k=1

ωi∆xi <
ε

4Ω

其中 ωi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)− inf
x∈[xi−1,xi]

f(x). 考虑分段函数：

gT (x) =
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
(x− xi) + f(xi), x ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, · · · , n

易知：gT (x) 是分段光滑的连续函数，且 sup
x∈[xi−1,xi]

|f(x)− g(x)| ⩽ ωi, i = 1, 2, · · · , n，于是：

‖f(x)− gT (x)‖2 =

n∑
i=1

� xi

xi−1

(f(x)− gT (x))
2 dx ⩽

n∑
i=1

ω2
i∆xi ⩽ Ω

n∑
i=1

ωi∆xi <
ε

4

由 Dirichlet 收敛性定理，gT (x) 的 Fourier 级数在 [−π, π] 绝对一致收敛于 gT (x). 因此，对于上述

ε > 0，存在 Trigonometric Polynomial ST,m(x) 使得 ∀x ∈ [−π, π], |gT (x)− ST,m(x)| < 1

2

√
ε

2π
. 因此

‖gT (x)− ST,m(x)‖2 =

� π

−π
(gT (x)− ST,m(x))

2 dx < ε

4
. 于是，由 (a+ b)

2 ⩽ 2
(
a2 + b2

)
知：

‖f(x)− ST,m(x)‖2 = ‖f(x)− gT (x) + gT (x)− ST,m(x)‖2

⩽2
(
‖f(x)− gT (x)‖2 + ‖gT (x)− ST,m(x)‖2

)
< 2

(ε
4
+
ε

4

)
= ε

由 Bessel 不等式/Best Approximation，f(x) 的 Fourier 级数部分和 Sm(x) 满足：‖f(x)− Sm(x)‖2 ⩽
‖f(x)− ST,m(x)‖2 = ε，也即 f(x) 的 Fourier 级数平方平均收敛于 f(x).

注 12.3: 上述证明中使用的方法是：用一个分段光滑的连续函数 g(x) 逼近 f(x)，然后用 g(x) 的 Fourier
级数逼近 f(x). 因为考虑“逼近”，所以需要做分割。

例子 12.2: 设 Γ 是 R2 上的简单连续分段光滑封闭曲线，长度为 L > 0，求证：Γ 围成的区域 A 的面积
最大为 σ(A) =

L2

4π
，当且仅当 Γ 是圆周时取等。

证明: 定向 Γ 的正向为逆时针，也即内部始终在切向的逆时针侧，设 Γ 的正向自然参数表示 r(s) =

x(s)i+ y(s)j, s ∈ [0, L]. 进行代换： u = 2π
L x

v = 2π
L y

, dxdy =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv =
L2

4π2
dudv, ds =

√
dx2 + dy2 =

L

2π

√
du2 + dv2 =

L

2π
dℓ

也即 (u, v) 在 R2 上对应简单分段光滑封闭曲线 Γ′，长度 2π. 因此，等价于证明：当 Γ 长度 2π 时，

σ(A) ⩽ π，当且仅当 Γ 是单位圆周时取等。

将 r(s) = x(s)i+ y(s)j, s ∈ [0, 2π] 进行 T = 2π 的周期延拓。因为连续且分段光滑，所以设 Fourier

级数为 r(s) =
+∞∑

n=−∞
aneinsi+

+∞∑
n=−∞

bneinsj. 由 Green 公式：

σ(A) =

∣∣∣∣�
Γ

xdy =

� 2π

0

x(s)y′(s)ds
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
� 2π

0

+∞∑
m=−∞

ameims
+∞∑

n=−∞
inbneinsds

∣∣∣∣∣
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因为 x(s), y(s)在 R连续，所以 Fourier级数绝对一致收敛；因为 x(s), y(s) ∈ R，所以 an = a−n, bn = b−n.
因为

〈
eims, eins〉 = 2πδm,−n，所以：∣∣∣∣∣

� 2π

0

+∞∑
m=−∞

ameims
+∞∑

n=−∞
inbneinsds

∣∣∣∣∣ = 2π

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
inanbn

∣∣∣∣∣ = 2π

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
nanbn

∣∣∣∣∣
因为 x′2(s)+ y′2(s) = 1，所以

+∞∑
n=−∞

n2
(
|an|2 + |bn|2

)
= 1. 因为 |n| ⩽ n2，结合 Cauchy-Schwarz不等式：

σ(A) = 2π

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
nanbn

∣∣∣∣∣ ⩽ π

+∞∑
n=−∞

n
(
|an|2 + |bn|2

)
⩽ π

+∞∑
n=−∞

n2
(
|an|2 + |bn|2

)
= π

当且仅当



x(s) = a1e−is + a0 + a1eis

y(s) = b1e−is + b0 + b1eis

|a1|2 + |b1|2 = 1

|a1| = |b1|

时取等，也即 |a1| = |a2| =
1

2
. 设

 a1 = 1
2eiα

b1 = 1
2eiβ

, α, β ∈ R，由


x′2(s) + y′2(s) = 1

x′(s) = cos(s+ α)

y′(s) = cos(s+ β)

知：|α− β| = 2k + 1

2
π, k ∈ Z，也即 Γ 为单位圆周。

例子 12.3: 无理数的 1, 2, 3, · · · 倍的小数部分在 [0, 1) 稠密且均匀分布。

引理 12.1: 设 f 是 R 上以 1 为周期的连续函数，则 ∀γ ∈ R \Q, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(kγ) =

� 1

0

f(x)dx.

证明: 设 f 以 1 为周期的 Fourier 级数为 f(x) =
+∞∑

m=−∞
ame2πmxi，由 Dirichlet 收敛定理，其绝对一致

收敛。因为 γ /∈ Q，所以 m ∈ Z\{0} 时 1− e2πmγi 6= 0，于是：

∀m ∈ Z\{0}, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

e2πmkγi = lim
n→∞

e2πmγi

n

1− e2πmnγi

1− e2πmγi = 0

由 f 的 Fourier 级数的绝对一致收敛性：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(kγ) =

+∞∑
m=−∞

lim
n→∞

am
n

n∑
k=1

e2πmkγi = a0 =

� 1

0

f(x)dx

引理证毕，回到原题。

证明: 设 γ ∈ R \Q，等价于证明：

∀0 ⩽ a < b ⩽ 1, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

δ(a,b)(kγ) = b− a, 其中 δ(a,b)(x) =


1, x ∈ (a, b)

0, x ∈ [0, 1) \ (a, b)

δ(a,b)(x− [x]), x /∈ [0, 1)

取定 0 < a < b < 1，∀0 < ε < min
{
b−a
2 , a, 1− b

}
，考虑 [0, 1) 上的函数

f+ε (x) =



x−a
ε + 1, x ∈ (a− ε, a)

1, x ∈ [a, b]

b−x
ε + 1, x ∈ (b, b+ ε)

0, else

, f−ε (x) =



x−a
ε , x ∈ (a, a+ ε)

1, x ∈ [a, b]

b−x
ε , x ∈ (b− ε, b)

0, else
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的以 1 为周期的周期延拓。由引理， lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f+ε (kγ) = b− a+ ε, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f−ε (kγ) = b− a− ε. 又因

为 f−ε (x) ⩽ δ(a,b)(x) ⩽ f+ε (x)，所以
1

n

n∑
k=1

f−ε (kγ) ⩽ 1

n

n∑
k=1

δ(a,b)(kγ) ⩽
1

n

n∑
k=1

f+ε (kγ). 令 n → ∞，由夹

逼定理， lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

δ(a,b)(kγ) = b− a.

1 把函数 f(x) = sgnx (−π < x < π) 展开为 Fourier 级数，并证明：当 0 < x < π 时，有
∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
=
π

4
，并求级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
.

解: 由于 f 是奇函数，所以：

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx =

2 (1− (−1)n)

πn

因此，f 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ 4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1

由于 f 在 (0, π) 连续，所以 x ∈ (0, π) 时，
π

4
=
π

4
f(x) =

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1

令 x =
π

2
，得：

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

4
f
(π
2

)
=
π

4

2 在区间 (−π, π) 将下列函数展开为 Fourier 级数：(1) |x|；(2) sin ax (a 6∈ Z)；(3) x sinx.

解: 注意到：|x| 是偶函数

an =
2

π

� π

0

x cosnxdx =
2 ((−1)n − 1)

πn2
, n ∈ N+

a0 =
2

π

� π

0

xdx = π

|x| = π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

解: 注意到：sin ax 是奇函数

bn =
2

π

� π

0

sin ax sinnxdx =
2n(−1)n sin(aπ)
π (a2 − n2)

sin ax ∼ 2 sin(aπ)
π

∞∑
n=1

n(−1)n sinnx
a2 − n2

解: 注意到：x sinx 是偶函数

an =
2

π

� π

0

x sinx cosnxdx =
2(−1)n−1

n2 − 1
, n ⩾ 2

a1 =
2

π

� π

0

x sinx cosxdx = −1

2
, a0 =

2

π

� π

0

x sinxdx = 2

x sinx = 1− cosx
2

+ 2

∞∑
n=2

(−1)n−1 cosnx
n2 − 1
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3 把 f(x) = x− [x] ([x] 是不超过 x 的最大整数) 在 [0, 1] 上展开为 Fourier 级数.

解:

an = 2

� 1

0

x cos 2nπxdx = 0, n ∈ N+

a0 = 2

� 1

0

xdx = 1

bn = 2

� 1

0

x sin 2nπxdx = − 1

nπ

于是，f 的 Fourier 级数为：

f(x) ∼ 1

2
− 1

π

∞∑
n=1

sin 2nπx

n

4 利用 cos ax 在 [−π, π] 的 Fourier 展开式，证明：
(1) cotx =

1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2
(x 6= kπ, k = 0,±1,±2, · · · )；

(2) 1

sinx =
1

x
+

∞∑
n=1

2(−1)nx

x2 − n2π2
(x 6= kπ, k = 0,±1,±2, · · · )

解: 注意到：cos ax 是偶函数

an =
2

π

� π

0

cos ax cosnxdx =


2a(−1)n sin(aπ)
π (a2 − n2)

, a 6∈ Z

δna, a ∈ Z

a0 =


2 sin(aπ)

aπ
, a 6= 0

2, a = 0

cos ax =


sin(aπ)
aπ

+
2a sin(aπ)

π

∞∑
n=1

(−1)n cosnx
a2 − n2

, a 6∈ Z

cos ax, a ∈ Z+

证明: (1) 当 a 6= k, k ∈ Z 时：

cos aπ =
sin(aπ)
aπ

+
2a sin(aπ)

π

∞∑
n=1

(−1)n cosnx
a2 − n2

⇐⇒ cot aπ =
1

aπ
+

2a

π

∞∑
n=1

(−1)n cosnπ
a2 − n2

=
1

aπ
+

2a

π

∞∑
n=1

1

a2 − n2

∀x 6= kπ, k ∈ Z，令 a =
x

π
：

cotx =
1

x
+

2x

π2

∞∑
n=1

π2

x2 − π2n2
=

1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2

证明: (2) 当 a 6= k, k ∈ Z 时：

cos ax =
sin(aπ)
aπ

+
2a sin(aπ)

π

∞∑
n=1

(−1)n cosnx
a2 − n2

⇐⇒ 1

sin(aπ) =
1

aπ cos(ax) +
2a

π cos(ax)

∞∑
n=1

(−1)n cos(nx)
(a2 − n2) cos(ax)
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∀y 6= kπ, k ∈ Z，令 a =
y

π
：

1

sin y =
1

y cos
(
y xπ
) + 2y

cos
(
y xπ
) ∞∑
n=1

(−1)n cos(nx)
(y2 − π2n2) cos

(
y xπ
)

取 x = 0：
1

sin y =
1

y
+

∞∑
n=1

2(−1)ny

y2 − π2n2

5 证明：∀x ∈ R：

| cosx| = 2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

4n2 − 1
cos(2nx)

| sinx| = 2

π
− 4

π

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
cos(2nx)

证明: 易知，| cosx|, | sinx| 均为偶函数，周期为 π，于是，考虑
[
−π

2 ,
π
2

]
上的 Fourier 级数。

bn =
4

π

� π
2

0

cosx cos 2nxdx =
2

π

� π
2

0

(cos(2n+ 1)x+ cos(2n− 1)x) dx =
4(−1)n−1

π (4n2 − 1)

=⇒ | cosx| = 2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

4n2 − 1
cos(2nx)

b̃n =
4

π

� π
2

0

sinx cos 2nxdx =
2

π

� π
2

0

(sin(2n+ 1)x− sin(2n− 1)x) dx = − 4

π (4n2 − 1)

=⇒ | sinx| = 2

π
− 4

π

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
cos(2nx)

6 对 x ∈ (0, 2π) 以及 a 6= 0，求证：

eax =
e2aπ − 1

π

(
1

2a
+

∞∑
n=1

a cos kx− k sin kx
k2 + a2

)

证明: 注意到：当 a, k 6= 0 时：

�
eax cos kxdx =

eax (k sin kx+ a cos kx)
a2 + k2

+ C

�
eax sin kxdx =

eax (−k cos kx+ a sin kx)
a2 + k2

+ C

因此，我们有：

an =
1

π

� 2π

0

eax cosnxdx =
a
(
e2aπ − 1

)
π (a2 + k2)

, n ∈ N+

a0 =
1

π

� 2π

0

eaxdx =
e2aπ − 1

aπ

bn =
1

π

� 2π

0

eax sinnxdx =
−k
(
e2aπ − 1

)
π (a2 + k2)

=⇒ ∀x ∈ (0, 2π) : eax =
e2aπ − 1

π

(
1

2a
+

∞∑
n=1

a cos kx− k sin kx
k2 + a2

)
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7 对展开式 x = 2
∞∑
n=1

(−1)n−1 sinnx
n

(−π < x < π) 逐项积分，求函数 x2, x2, x4 在区间 (−π, π) 上的

Fourier 展开式，并证明：
∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945
,

∞∑
n=1

1

n8
=

π8

9450
.

解: 由 Parseval 等式：
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4
=
π2

90

x2 = 2

� x

0

tdt = 4

∞∑
n=1

(−1)n−1

� x

0

sinnt
n

dt = 4

∞∑
n=1

(−1)n−1 (1− cosnx)
n2

=
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n cosnx
n2

x3 = 3

� x

0

t2dt = π2x+ 12

∞∑
n=1

(−1)n sinnx
n3

= 2

∞∑
n=1

(−1)n−1
(
n2π2 − 6

)
n3

sinnx

x4 = 4

� x

0

t3dt = 8

∞∑
n=1

(−1)n−1
(
n2π2 − 6

)
n4

(1− cosnx) = π4

5
+ 8

∞∑
n=1

(−1)n
(
n2π2 − 6

)
cosnx

n4

由 Parseval 等式：

∞∑
n=1

1

n6
=

1

π

� π

−π

(
x3 − π2x

12

)2

dx =
π6

945
,

∞∑
n=1

1

n8
=

1

π

� π

−π

(
x4 − 2π2x2 + 7π4

15

48

)2

dx =
π8

9450

8 设 f(x) =

 π−1
2 x, 0 ⩽ x ⩽ 1

π−x
2 , 1 < x ⩽ π

，证明：f(x) =
∞∑
n=1

sinn
n2

sinnx (0 ⩽ x ⩽ π).

证明: 将 f 做奇延拓，求正弦级数：

bn =
2

π

� 1

0

π − 1

2
x sinnxdx+

2

π

� π

1

π − x

2
sinnxdx =

sinn
n2

=⇒ f(x) ∼
∞∑
n=1

sinn
n2

sinnx

又因为 f(0) = f(π) = 0，所以在 [0, π] 上，f(x) =
∞∑
n=1

sinn
n2

sinnx

9 利用上题结果，证明：(1)
∞∑
n=1

sinn
n

=
∞∑
n=1

(
sinn
n

)2

=
π − 1

2
；(2)

∞∑
n=1

sin2 n

n4
=

(π − 1)2

6
.

证明:
∞∑
n=1

(
sinn
n

)2

= f(1) =
π − 1

2

因为 f 在奇延拓后是 [−π, π] 上的连续分段可导的函数，所以：

∞∑
n=1

sinn
n

= f ′(0) =
π − 1

2

由 Parseval 等式：
∞∑
n=1

sin2 n

n4
=

2

π

� 1

0

f2(x)dx =
(π − 1)

2

6

注 12.4: 设 f(x) =
∞∑
n=1

sinnx
n ，求 f(x) 的收敛情况。
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解: 因为 f 以 2π 为周期，所以我们只讨论 [0, 2π) 的情况。易知 f(0) = f(π) = f(2π) = 0. 因为：
n∑
k=1

sin kx =
cos 2n+1

2 x− cos x2
2 sin x

2

=
sin nx

2 sin n+1
2 x

sin x
2

于是，任取 δ ∈ (0, 2π)，则有：

∣∣∣∣ n∑
k=1

sin kx
∣∣∣∣ ⩽ 1

sin δ
2

, n ∈ N+，对 x 一致，又因为 1
n 单调递减一致趋于 0，

所以由 Dirichlet 判别法知，f(x) 在 (0, 2π) 内闭一致收敛。

∀x ∈ (0, 2π)，由 Riemann-Lesbegue 定理：

f(x) = lim
n→∞

n∑
k=1

sin kx
k

= lim
n→∞

n∑
k=1

� π

x

cos ktdt

= lim
n→∞

� π

x

n∑
k=1

cos ktdt

= lim
n→∞

� π

x

( sin 2n+1
2 t

2 sin t
2

− 1

2

)
dt

= lim
n→∞

� π

x

sin 2n+1
2 t

2 sin t
2

dt+ π − x

2

=
π − x

2

于是：

f(x) =

 0, x = 0

π−x
2 , x 6= 0

x ∈ [0, 2π)

12.4 Fourier 变换
定理 12.10: Fourier Transform

考虑 f(x) ∈ L2[−l, l] 的 Fourier 级数复数形式：

f(x) ∼
∞∑
n=1

Fneinωx

其中 ω =
π

l
, Fn =

1

2l

� l

−l
f(x)e−inωxdx, n ∈ Z. 将其代入 Fourier 级数，得到：

f(x) ∼ 1

2l

+∞∑
−∞

� l

−l
f(x)e−inω(ξ−x)dξ

为了使原来的级数求和系数与 l 无关，我们令 λn =
nπ

l
= nω, n ∈ Z, ∆λn = λ，于是有：

f(x) ∼ 1

2π

+∞∑
−∞

∆λn

� l

−l
f(x)e−inω(ξ−x)dξ ≜ 1

2π

+∞∑
n=−∞

∆λneiλnxH(λn)

其中 H(λn) =

� +∞

−∞
f(ξ)e−i∆λnξdξ. 注意到：上式右边是一个 Riemann 和的形式，因此令 l → +∞，得

到积分：

f(x) ∼ 1

2π

� +∞

−∞

(� +∞

−∞
f(ξ)e−iλxdx

)
eiλxdλ =

1

2π

� +∞

−∞
dλ
� +∞

−∞
f(ξ)e−iλ(ξ−x)dx
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我们可以证明 (证明方法与 Dirichlet 收敛定理的证明类似)：若 f 在 R 上的任何有限区间分段可微，
且在 R 绝对可积 (这是充分条件)，那么在 R 上有：

1

2π

� +∞

−∞

(� +∞

−∞
f(ξ)e−iλxdx

)
eiλxdλ =

f(x− 0) + f(x+ 0)

2

我们称

F (λ) =

� +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ (1)

为 f 的 Fourier 变换或 f 的像函数，称

g(x) =
1

2π

� +∞

−∞
F (λ)eiλxdλ =

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
(2)

为 f 的 Fourier 逆变换或象原函数，公式 (2) 称为 f 的 Fourier 反演公式，这种变换方式与 Fourier 级数
复数形式相似。

由 eix = cosx+ i sinx，结合 cosx, sinx 的奇偶性，我们在实数域进行 Fourier Transform：

f(x) ∼ 1

2π

� +∞

−∞
dλ
� +∞

−∞
f(ξ)e−iλ(ξ−x)dx

=
1

π

� +∞

0

dλ
� +∞

−∞
f(ξ) cosλ(x− ξ)dξ

=
1

π

� +∞

0

dλ
(� +∞

−∞
f(ξ) cosλξ cosλxdξ +

� +∞

−∞
f(ξ) sinλξ sinλxdξ

)
≜
� +∞

0

(a(λ) cosλx+ b(λ) sinλx) dλ

其中 a(λ) =
1

π

� +∞

−∞
f(ξ) cosλξdξ, b(λ) = 1

π

� +∞

−∞
f(ξ) sinλξdξ. 此种变换方式与 Fourier 级数实数形式

相似。

定理 12.11: 正弦、余弦变换
(1) 如果 f 是偶函数，那么 f(x) 的 Fourier 余弦变换为：

Fe[f ](λ) =

� +∞

−∞
f(x) (cosλx− i sinλx) dt = 2

� +∞

0

f(x) cosλxdx

逆变换是：

f(x) =
1

2π

� +∞

−∞
F [f ](λ)dλ =

1

π

� +∞

0

Fe[f ](λ) cosλxdλ

(2) 如果 f 是偶函数，那么 f(x) 的 Fourier 变换为：

Fo[f ](λ) =

� +∞

−∞
f(x) (cosλx− i sinλx) dt = −2i

� +∞

0

f(x) sinλxdx

正弦变换为：

Go[f ](λ) = iFo[f ](λ) = 2

� +∞

0

f(x) sinλxdx

逆变换是：

f(x) =
1

π

� +∞

0

Go[f ](λ) sinλxdλ

定理 12.12: Fourier 变换的性质
(1) 线性关系：F [αf + βg] = αF [f ] + βF [g]. 易证。
(2) 频移特性：F

[
f(x)e−iλ0x

]
(λ) = F [f ](λ+ λ0).
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证明:

F
[
f(x)e−iλ0x

]
=

� +∞

−∞
f(x)e−i(λ+λ0)xdx = F [f ](λ+ λ0)

(3)微分关系：若 f(±∞) = 0，而微商的 Fourier变换存在，则：F [f ′] = iλF [f ]；一般地，F
[
f (k)

]
=

(iλ)kF [f ].

证明:

F [f ′] =

� +∞

−∞
f ′(x)e−iλxdx =

� +∞

−∞
e−iλxdf(x) = e−iλxf(x)

∣∣∣∣+∞

−∞
+ iλ

� +∞

−∞
f(x)e−iλxdx = iλF [f ]

=⇒ F
[
f (k)

]
= (iλ)k F [f ]

(4) 微分特性：若 f(x) 和 xf(x) 的 Fourier 变换存在，则：F ′[f ] = −iF [xf(x)].

证明:

F ′[f ] =
∂

∂λ

� +∞

−∞
f(x)e−iλxdx =

� +∞

−∞
−ixf(x)e−iλxdx = −iF [xf(x)]

定义 12.4: 卷积
对于 R 上可积且绝对可积的函数 f, g，定义运算并生成一个 R 上的新的函数：

(f ∗ g)(x) =
� +∞

−∞
f(x− t)g(t)dt

定理 12.13: 卷积的性质
(1) 交换律：f ∗ g = g ∗ f . 易证。
(2) 分配律：f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h. 易证。
(3) 结合律：(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

证明: 设 f, g, h 是 R 上的可积且绝对可积的函数，则有：

(f ∗ g) ∗ h(x) =
� +∞

−∞
(f ∗ g)(x− t)h(t)dt

=

� +∞

−∞
dt
� +∞

−∞
f(x− t− u)g(u)h(t)du

u=y−t
======

� +∞

−∞
dt
� +∞

−∞
f(x− y)g(y − t)h(t)dy

=

� +∞

−∞
dy
� +∞

−∞
f(x− y)g(y − t)h(t)dt

=

� +∞

−∞
f(x− y)dy

� +∞

−∞
g(y − t)h(t)dt

=

� +∞

−∞
f(x− y)(g ∗ h)(y)dy

=f ∗ (g ∗ h)(x)

(4) 卷积的 Fourier 变换是 Fourier 变换的乘积，也即：F [f ∗ g] = F [f ]F [g].

证明: 因为 f, g 是 R 上可积且绝对可积的函数，所以：

F [f ∗ g](λ) =
� +∞

−∞
(f ∗ g)(x)e−iλxdx

=

� +∞

−∞
dx
� +∞

−∞
f(x− t)g(t)e−iλxdt
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=

� +∞

−∞
dt
� +∞

−∞
f(x− t)g(t)e−iλxdx

x=t+u
======

� +∞

−∞
dt
� +∞

−∞
f(u)g(t)e−iλ(t+u)du

=

� +∞

−∞
f(u)d−iλudu

� +∞

−∞
g(t)e−iλtdt

=F [f ](λ)F [g](λ)

推论 12.4: Fourier 变换的 Parseval 等式

引理 12.2: Riemann-Lesbegue 引理

设 f(x)是 [a, b]的可积函数，g(x)是以 T 为周期的，在 [0, T ]可积的函数，则：lim
λ→+∞

� b

a

f(x)g(λx)dx =

1

T

� T

0

g(x)dx
� b

a

f(x)dx.

证明: 设 g+(x) =
g(x) + |g(x)|

2
, g−(x) =

g(x)− |g(x)|
2

，易知 g(x) = g+(x)+ g−(x)，且 g+(x), g−(x) 以

T 为周期，可积。令 F (x) =

 f(x), x ∈ [a, b]

0, x 6∈ [a, b]
，易知 F (x) 在 R 可积，有界。

取 N ∈ N+ 使得 [−NT,NT ] ⊃ [a, b]. 对 λ > 1，取 n = [λ]，于是 n
T

λ
⩽ T < (n + 1)

T

λ
. 取

m ∈ N+，取 [−NT,NT ] 的分割 Tm : xk =
kT

mλ
− NT, k = 0, 1, · · · , 2mn，‖Tm‖ =

T

mλ
, x2mn =

2nT
λ −NT . 设 sup

x∈[a,b]

|f(x)| · sup
x∈[0,T ]

|g(x)| = M，因为 NT −
(
2nT
λ −NT

)
= 2T

{λ}
λ

<
2T

λ
，由夹逼定理

知，

∣∣∣∣∣
� NT

2nT
λ −NT

f(x)g(λx)dx
∣∣∣∣∣ < 2TM

λ
，于是我们有：

� NT

−NT
F (x)g(λx)dx =

2mn∑
k=1

� xk

xk−1

F (x)g+(nx)dx+

2mn∑
k=1

� xk

xk−1

F (x)g−(nx)dx+

� NT

x2mn

F (x)g(λx)dx

=

2mn∑
k=1

ci

� xk

xk−1

g+(nx)dx+

2mn∑
k=1

di

� xk

xk−1

g−(nx)dx+

� NT

2nT
λ −NT

F (x)g(λx)dx(
∃ ck, dk ∈

[
inf

x∈[xk−1,xk]
F (x), sup

x∈[xk−1,xk]

F (x)

])

→ 1

T

� T

0

g(x)dx
� 2nT

λ −NT

−NT
F (x)dx+

� NT

2nT
λ −NT

F (x)g(λx)dx (m→ ∞)

→ 1

T

� T

0

g(x)dx
� NT

−NT
f(x)dx (λ→ +∞)

即 lim
λ→+∞

� b

a

f(x)g(λx)dx =
1

T

� T

0

g(x)dx
� b

a

f(x)dx.

1 用 Fourier 积分表示下列函数：

(1) f(x) =


0, x ⩽ 0

kx, 0 < x < T

0, x ⩾ T
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解:

F (λ) =

� T

0

kxe−iλxdx =


k(e−iλT (iλT+1)−1)

λ2 , λ 6= 0

kT 2

2 , λ = 0

f(x) =
k

2π

� +∞

−∞

e−iλT (iλT + 1)− 1

λ2
dλ

(2) f(x) =

 sgnx, |x| ⩽ 1

0, |x| > 1

解:

G(λ) = 2

� 1

0

sinλxdx =


2− 2 cosλ

λ
, λ 6= 0

0, λ = 0

f(x) =
2

π

� +∞

0

1− cosλ
λ

sinλxdλ

(3) f(x) =
1

a2 + x2
(a > 0)

解: 由 Laplace 积分：

F (λ) = 2

� +∞

0

cosλx
a2 + x2

dx =
π

a
e−a|λ|

f(x) =
1

a

� +∞

0

e−aλ cosλxdλ

2 求下列函数的 Fourier 变换

(1) f(x) = xe−a|x| (a > 0)

解: �
eax sin bxdx =

a sin bx− b cos bx
a2 + b2

eax + C,

�
eax cos bxdx =

a cos bx+ b sin bx
a2 + b2

eax + C

�
xeax sin bxdx

=

�
xd
(
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax
)

= x
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax −

�
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eaxdx

=x
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax − a

a2 + b2
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + b

a2 + b2
a cos bx+ b sin bx

a2 + b2
eax + C

=
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
xeax +

(
b2 − a2

)
sin bx+ 2ab cos bx
(a2 + b2)

2 eax + C

易知 f 是奇函数，所以：

F (λ) = −2i
� +∞

0

xe−ax sinλxdx = 2i −2λ

(a2 + λ2)
2 =

−4iλ
(a2 + λ2)

2

(2) f(x) = e−a|x| cos bx (a > 0)

解: 由 a > 0 知 −iλ± a 6= 0

�
ekx cos bxdx =

b sin bx+ k cos bx
k2 + b2

ekx + C
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F (λ) =

� +∞

−∞
f(x)e−iλxdx

=

� +∞

−∞
e−iλx+a|x| cos bxdx

=

� +∞

0

e−(a+iλ)x cos bxdx+

� 0

−∞
e(a−iλ)x cos bxdx

=
b sin bx− (a+ iλ) cos bx

b2 + (a+ iλ)2
e−(a+iλ)x

∣∣∣∣∣
+∞

0

+
b sin bx+ (a− iλ) cos bx

b2 + (a− iλ)2
e(a−iλ)x

∣∣∣∣∣
0

−∞

=
a− iλ

b2 + (a− iλ)2
+

a+ iλ
b2 + (a+ iλ)2

=
2a
(
a2 + b2 + λ2

)
(a2 + b2 − λ2)

2
+ 4a2λ2

(3) f(x) =

 cosx, |x| ⩽ π
2

0, |x| > π
2

解:

F (λ) =

� π
2

−π
2

cosxe−iλxdx =


2 cos πλ2
1− λ2

, λ 6= ±1

π

2
, λ = ±1

3 按指定的要求将函数 f(x) = e−x (0 ⩽ x < +∞) 表示成 Fourier 积分.

(1) 用偶性开拓

解:

F (λ) = 2

� +∞

0

e−x cosλxdx = 2
λ sinλx− cosλx

1 + λ2
e−x
∣∣∣∣+∞

0

=
2

λ2 + 1

f(x) =
1

2π

� +∞

−∞

2 cosλx
λ2 + 1

dλ =
2

π

� +∞

0

cosλx
λ2 + 1

dλ

(2) 用奇性开拓

解:

G(λ) = 2

� +∞

0

e−x sinλxdx = 2
− sinλx− λ cosλx

1 + λ2
e−x
∣∣∣∣+∞

0

=
2λ

λ2 + 1

f(x) =
1

π

� +∞

0

2λ sinλx
λ2 + 1

dλ =
2

π

� +∞

0

λ sinλx
λ2 + 1

dλ

4 求函数

f(x) =

 0, |x| > 1

1, |x| < 1

的 Fourier 变换，由此证明

� +∞

0

sinα cosαx
α

dα =


π
2 , |x| < 1

π
4 , |x| = 1

0, |x| > 1
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解: 易知 f 是偶函数，所以：

G(λ) = 2

� 1

0

cosλxdx =


2 sinλ
λ

, λ 6= 0

2, λ = 0

则 Fourier 变换：

F (λ) = −iG(λ) =


−2i sinλ

λ
, λ 6= 0

−2i, λ = 0

证明:

f(x) ∼ 1

π

� +∞

0

G(λ) sinλxdλ

因为 G(λ) 在 λ = 0 处连续，
f(x− 0) + f(x+ 0)

2

∣∣∣∣
±1

=
1

2
，所以：

� +∞

0

2 sinλ cosλx
λ

=
π

2

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
=


π
2 , |x| < 1

π
4 , |x| = 1

0, |x| > 1

5 求函数 F (λ) = λe−β|λ| (β > 0) 的 Fourier 逆变换.

解: �
xeax sin bxdx =

a sin bx− b cos bx
a2 + b2

xeax +
(
b2 − a2

)
sin bx+ 2ab cos bx
(a2 + b2)

2 eax + C

易知，F (λ) 是奇函数，所以：

f(x) =
1

π

� +∞

0

λe−β|λ|i sinλxdλ =
i
π

� +∞

0

λe−βλ sinλxdλ =
2βxi

π (β2 + x2)
2

第 12 章综合习题
1 证明：级数

∞∑
n=2

sinnx
lnn 在不包含 2π 的整数倍的闭区间上一致收敛，但它不是任意在 [−π, π] 上平方

可积的 Fourier 级数.

证明: 不妨只考虑 (0, 2π)的内闭区间 I. 由于
{

1

lnn

}∞

对于任何 x，都单调递减，一致趋于 0；
n∑
k=1

sin kx =

cos x2 − cos
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

，所以由 Dirichlet 判别法，在 I 上一致收敛。

假设平方可积，那么积分为

� π

−π

( ∞∑
n=2

sinnx
lnn

)2

dx = π

∞∑
n=2

1

ln2 n

但是右侧的级数不收敛，因此矛盾!

2 证明下列等式：

(1)
∞∑
n=1

(−1)n−1 cosnx
n

= ln
(
2 cos x

2

)
(−π < x < π);

(2)
∞∑
n=1

cosnx
n

= − ln
(
2 sin x

2

)
(0 < x < 2π)
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证明: (1) 设 A =
∞∑
n=1

(−1)n−1 cosnx
n

,B =
∞∑
n=1

(−1)n−1 sinnx
n
，由 Dirichlet 判别法知 A,B ∈ R，考虑

A+Bi，因为
∣∣ei(x+π)∣∣ = 1，所以：

A+Bi =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
enxi =

∞∑
n=1

−
(
e(x+π)i

)n
n

= ln
(
1− e(x+π)i

)
= ln

(
1 + exi)

因为 A,B ∈ R，所以：

A =
ln
(
1 + exi)+ ln

(
1 + e−xi)

2
=

1

2
ln (2 + 2 cosx) = ln

(
2 cos x

2

)
证明: (2) 因为

∣∣eix∣∣ = 1，所以：

∞∑
n=1

cosnx
n

=

∞∑
n=1

Re
(
einx)
n

= Re
( ∞∑
n=1

(
eix)n
n

)
= Re

(
− ln

(
1− eix)) = − ln

((
1− eix) (1− e−ix))

2

=
− ln (2− 2 cosx)

2
= − ln

(
2 sin x

2

)
3 设 f 是以 2π 为周期的可积且绝对可积函数，求证：

(1) 如果 f 在 (0, 2π) 上递减，则 bn ⩾ 0. (2) 如果 f 在 (0, 2π) 上递增，则 bn ⩽ 0.

证明:

bn =
1

π

� 2π

0

f(x) sinnxdx =
1

π

n∑
k=1

� 2kπ
n

2(k−1)π
n

f(x) sinnxdx

∀k = 1, 2, · · · , n，由于 f 在

(
2(k − 1)π

n
,
2kπ

n

)
单增 (减)，则

� 2kπ
n

2(k−1)π
n

f(x) sinnxdx =

� (4k−1)π
2n

2(k−1)π
n

(
f(x)− f

(
x+

π

n

))
sinnxdx ⩽ (⩾)0

因此 bn ⩽ (⩾)0.

4 设 f 是周期为 2π 且在 [−π, π] 上 Riemann 可积的函数，如果它在 (−π, π) 上单调，证明：

an = O

(
1

n

)
, bn = O

(
1

n

)
(n→ ∞)

证明: 不妨设 f 在 (−π, π) 单增。取 [−π, π] 的分割：T : xk =
kπ

n
− π, k = 0, 1, · · · , 2n. 因为 f

Riemann 可积，所以 f 在 [−π, π] 有界，因此
n∑
k=1

ωk = max
x∈[−π,π]

f(x) − min
x∈[−π,π]

f(x) ≜ M，其中 ωk =

max
x′,x′′∈[x2k−2,x2k]

|f(x′)− f(x′′)|. 因此，我们有：

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx

=
1

π

n∑
k=1

� x2k

x2k−2

f(x) sinnxdx

=
1

π

n∑
k=1

� x2k

x2k−1

sinnx
(
f(x)− f

(
x− π

n

))
dx

=
(−1)n−1

π

n∑
k=1

� x2k

x2k−1

| sinnx|
(
f(x)− f

(
x− π

n

))
dx
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=⇒ |bn| =
1

π

n∑
k=1

� x2k

x2k−1

| sinnx|
(
f(x)− f

(
x− π

n

))
dx ⩽ 1

n

n∑
k=1

ωk =
M

n

同理：

|an| ⩽
1

π

n∑
k=1

� x2k

x2k−1

| cosnx|ωkdx ⩽ 1

n

n∑
k=1

ωk =
M

n

因此，an, bn = O

(
1

n

)
(n→ ∞).

5 设 f 在 [−a, a] 上连续，且在 x = 0 处可导，求证：

lim
λ→+∞

� a

−a

1− cosλx
x

f(x)dx =

� a

0

f(x)− f(−x)
x

dx

证明: 因为 f 在 x = 0处有导数，所以 lim
x→0

f(x)

x
存在，则 x = 0不是

f(x)

x
的瑕点，因此

f(x)

x
在 [−a, a]\

{0} 连续有界. 于是等价于证明： lim
λ→+∞

� a

−a

f(x)

x
cosλxdx = 0，设 g(x) =


f(x)

x
, x ∈ [−a, a] \ {0}

f ′(0), x = 0

0, x 6∈ [−a, a]

，

于是 g 在 [−a, a] 连续有界，可积。即证： lim
λ→+∞

� a

−a
g(x) cosλxdx = 0

由 Riemann 引理，易知上式成立.

6 设 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积，证明：

lim
λ→+∞

� b

a

f(x)| cosλx|dx =
2

π

� b

a

f(x)dx, lim
λ→+∞

� b

a

f(x)| sinλx|dx =
2

π

� b

a

f(x)dx

证明: 由 Riemann 引理：

lim
λ→+∞

� b

a

f(x)| cosλx|dx =

� b

a

f(x)dx 1
π

� π

0

| cosx|dx =
2

π

� b

a

f(x)dx

lim
λ→+∞

� b

a

f(x)| sinλx|dx =

� b

a

f(x)dx 1
π

� π

0

| sinx|dx =
2

π

� b

a

f(x)dx

7 设 f 是周期为 2π 的连续函数，令

F (x) =
1

π

� π

−π
f(t)f(x+ t)dt

用 an, bn;An, Bn 分别表示 f 和 F 的 Fourier 系数，证明：

A0 = a20, An = a2n + b2n, Bn = 0

由此推出 f 的 Parseval 等式.

证明:

An =
1

π

� π

−π

(
1

π

� π

−π
f(t)f(x+ t)dt cosnx

)
dx

=
1

π2

� π

−π
f(t)

(� π

−π
f(x+ t) cosnxdx

)
dt

=
1

π2

� π

−π
f(t)

(� t+π

t−π
f(x) cos(n(x− t))dx

)
dt
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=
1

π

� π

−π
f(t)

(
1

π

� π

−π
f(x) (cosnx cosnt+ sinnx sinnt)

)
dt

=
1

π

� π

−π
f(t) (an cosnt+ bn sinnt) dt

=a2n + b2n, n ∈ N+

A0 =
1

π2

� π

−π
f(t)

(� t+π

t−π
f(x)dx

)
dt = 1

π

� π

−π
f(t)

(
1

π

� π

−π
f(x)dx

)
dt = a20

Bn =
1

π

� π

−π

(
1

π

� π

−π
f(t)f(x+ t)dt sinnx

)
dx

=
1

π2

� π

−π
f(t)

(� t+π

t−π
f(x) sin(n(x− t))dx

)
dt

=
1

π

� π

−π
f(t)

(
1

π

� π

−π
f(x) (sinnx cosnt+ sinnt cosnt)

)
dt

=
1

π

� π

−π
f(t) (bn cosnt− an sinnt) dt

=0

由于 f 连续，所以 F 连续，因此：

a20
2

+

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
=
A2

0

2
+

∞∑
n=1

(
A2
n +B2

n

)
= F (0) =

1

π

� π

−π
f2(x)dx

即 f(x) 的 Parseval 等式成立。

8 设 f 在 [−π, π] 上连续，且在此区间上有可积且平方可积的导数 f ′，如果 f 满足 f(−π) = f(π),� π

−π
f(x)dx = 0，证明：

� π

−π
(f ′(x))

2 dx ⩾
� π

−π
f2(x)dx，等号当且仅当 f(x) = α cosx+ β sinx 时成立.

证明: 设 f 和 f ′ 的 Fourier 系数分别为 an, bn; a
′
n, b

′
n. 由

� π

−π
f(x)dx = 0 知 a0 = 0；由 f 连续且

f(−π) = f(π) 知 a′0 = 0. 由于 f, f ′ 可积且平方可积，由 Parseval 等式：
� π

−π

(
f ′2(x)− f2(x)

)
dx = π

∞∑
n=1

(
a′2n + b′2n − a2n − b2n

)
因为：

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx =

1

nπ
f(x) sinnx

∣∣∣∣π
−π

− 1

π

� π

−π
f ′(x) sinnxdx = −b

′
n

n

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx = − 1

nπ
f(x) cosnx

∣∣∣∣π
−π

+
1

π

� π

−π
f ′(x) cosnxdx =

a′n
n

所以： � π

−π

(
f ′2(x)− f2(x)

)
dx = π

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

) (
n2 − 1

)
⩾ 0

当且仅当 ∀k > 1, ak = bk = 0 时取等。此时，f(x) = α cosx+ β sinx.
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13.1 反常积分

定理 13.1: 积分第二中值定理
设 f(x), g(x) 在 [a, b] 可积，g(x) 在 [a, b] 单调，则 ∃ξ ∈ [a, b]，使得

� b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

� ξ

a

f(x)dx+ g(b)

� b

ξ

f(x)dx

证明: 不妨设 g(x) 单调递增，作 [a, b] 的分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b，记 h(x) =

g(b)− g(x) ⩾ 0，则 h(x) 单调递减，有：

� b

a

f(x)h(x)dx =

n∑
k=1

� xk

xk−1

f(x)h(x)dx =

n∑
k=1

h(xk−1)

� xk

xk−1

f(x)dx+

n∑
k=1

� xk

xk−1

f(x) (h(x)− h(xk−1)) dx

设 ωk = sup
x′,x′′∈[xk−1,xk]

|g (x′)− g (x′′)|，则

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

� xk

xk−1

f(x) (h(x)− h(xk−1)) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ max

x∈[a,b]
|f(x)|

n∑
k=1

ωk∆xk，

由于 g(x) 可积，所以 lim
∥T∥→0+

max
x∈[a,b]

|f(x)|
n∑
k=1

ωk∆xk. 因此

lim
∥T∥→0+

n∑
k=1

h(xk−1)

� xk

xk−1

f(x)dx =

� b

a

f(x)h(x)dx

设 F (x) =

� x

a

f(t)dt，由 Abel 求和公式：

n∑
k=1

h(xk−1)

� xk

xk−1

f(x)dx =

n∑
k=1

h(xk−1) (F (xk)− F (xk−1))

=

n−1∑
k=1

F (xk) (h(xk−1)− h(xk)) + F (b)h(xn−1)

因为 h(X)单减且 h(b) = 0，所以

n∑
k=1

h(xk−1)

� xk

xk−1

f(x)dx ∈ [mh(a),Mh(a)]，其中m = min
x∈[a,b]

F (x),M =

max
x∈[a,b]

F (x)，令 ‖T‖ → 0+ 即得：

mh(a) ⩽
� b

a

f(x)h(x)dx ⩽Mh(a)

因此 ∃ξ ∈ [a, b]，使得

� b

a

f(x)h(x)dx = h(a)

� ξ

a

f(x)dx，也即：

� b

a

f(x) (g(b)− g(x)) dx = (g(b)− g(a))

� ξ

a

f(x)dx

⇐⇒
� b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

� ξ

a

f(x)dx+ g(b)

� b

ξ

f(x)dx
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定理 13.2: Dirichlet 判别法
如果 [a,+∞) 上的 f(x) 和 g(x) 满足：

� x

a

f(t)dt 有界；g(x) 在 (a,+∞) 单调， lim
x→+∞

g(x) = 0. 那

么

� +∞

a

f(x)g(x)dx 收敛.

定理 13.3: Abel 判别法
如果 [a,+∞) 上的 f(x) 和 g(x) 满足：

� +∞

a

f(x)dx 收敛；g(x) 单调有界. 那么
� +∞

a

f(x)g(x)dx

收敛.

定理 13.4: Cauchy 判别准则

设 f(x) 在 (a, b] 有定义，在 (a, b] 内闭 Riemann 可积，且 x→ a+ 时 f(x) 无界。则

� b

a

f(x)dx 收

敛等价于：∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀0 < η′, η′′ < δ,

∣∣∣∣∣
� η′′

η′
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

证明: ” ⇐= ” 易证，我们下面证明” =⇒ ”：任取 (a, b] 中的数列 {an}∞ 满足 lim
n→∞

an = a，记 F (x) =� b

x

f(t)dt. 由题知 {F (an)}∞ 有界，由 Bolzano-Weierstrass 定理，存在收敛的子列：{F (ank
)}∞

1 判断下列反常积分的收敛性

(1)
� +∞

0

ln
(
x2 + 1

)
x

dx

解:
� +∞

0

ln
(
x2 + 1

)
x

dx =

� +∞

1

ln
(
x2 + 1

)
x

dx+

� 1

+∞

ln
(
1 + 1

t2

)
−t

dt

=2

� +∞

1

ln
(
x+ 1

x

)
x

dx

>2

� +∞

1

lnx
x

dx

=

� +∞

1

lnxd lnx

因此发散到正无穷。

(2)
� +∞

0

√
xe−xdx

解: 因为 x+ 1 ⩾ 2
√
x，所以：

0 ⩽
� +∞

0

√
xe−xdx ⩽

� +∞

0

x+ 1

2
e−xdx =

(−x− 2)e−x
2

∣∣∣∣+∞

0

= 1

因此收敛。

(3)
� +∞

0

x arctanx
3
√
1 + x4

dx

解: 因为
x arctanx

3
√
1 + x4

∼ π
2x

− 1
3 (x→ +∞)，所以积分发散到正无穷。

(4)
� +∞

e2

dx
x ln lnx
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解: 假设收敛，则
� +∞

e2

dx
x ln lnx =

� +∞

e2

d lnx
ln lnx =

� +∞

2

dx
lnx，因为 lnx = o(x) (x→ +∞)，所以

发散到正无穷。

(5)
� 1

0

lnx√
1− x2

dx

解: 因为 lim
x→0+

x lnx = 0，所以：

� 1

0

lnx√
1− x2

dx =

� 1

0

lnxd arcsinx = lnx arcsinx|10 −
� 1

0

arcsinx
x

dx = −
� 1

0

arcsinx
x

dx

由于 lim
x→0+

arcsinx
x

= 1，所以收敛。

(6)
� 1

0

x2

3

√
(1− x2)

5
dx

解: 当 x→ 1− 时，
x2

3

√
(1− x2)

5
=

(1− t)2

t
5
3 (2− t)

5
3

∼ 1

(2t)
5
3

，所以发散。

(7)
� 1

0

dx
e
√
x − 1

解: 因为
1

e
√
x − 1

=
1√

x+ o (
√
x)

∼ x−
1
2 (x→ 0+)，所以积分收敛。

(8)
� 1

0

√
x

esin x − 1
dx

解: 当 x→ 1 时，

√
x

esin x − 1
=

√
x

sinx+ o (x2)
=

√
x

x+ o (x)
∼ 1√

x
，因此积分收敛。

(9)
� 1

0

dx
ex − cosx

解: 因为
1

ex − cosx ∼ 1
x2

2 + x+ 1− 1 + x2

2

=
1

x(x+ 1)
∼ 1

x
，所以发散。

(10)
� π

2

0

ln sinx√
x

dx

解: 因为 sinx ∼ x (x → 0)，lnx = o(
√
x) (x → +∞)，所以 ln sinx = o

(
x−

1
2

)
(x → 0+)，也即

ln sinx√
x

= o(x−1) (x→ 0+)，因此发散到负无穷。

(11)
� π

2

0

dx√
sinx cosx

解: 在 x→ π
2
− 处，设 x = π

2 − t, t→ 0+，于是
1√

sinx cosx
∼ 1

sin t ∼
1

t
，因此发散。

(12)
� +∞

0

arctanx
xµ

dx

解: 因为
arctanx
xµ

∼ π

2xµ
，所以，如果 µ > 1，则收敛；如果 µ ⩽ 1，则发散。

2 研究下列积分的条件收敛性与绝对收敛性

(1)
� +∞

1

cos(1− 2x)
3
√
x 3
√
x2 + 1

dx
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解: 因为 cos(1− 2x) 积分一致有界，
1

3
√
x 3
√
x2 + 1

单减趋于 0，所以由 Dirichlet 判别法，
� +∞

1

cos(1− 2x)
3
√
x 3
√
x2 + 1

dx 收敛。

因为
|cos(1− 2x)|
3
√
x 3
√
x2 + 1

>
cos2(1− 2x)
3
√
x 3
√
x2 + 1

=
cos(2− 4x)

2 3
√
x 3
√
x2 + 1

+
1

2 3
√
x 3
√
x2 + 1

，
� +∞
1

cos(2− 4x)

2 3
√
x 3
√
x2 + 1

由 Dirichlet

判别法知收敛，而
1

2 3
√
x 3
√
x2 + 1

∼ 1

2x
，积分发散。因此，积分条件收敛。

(2)
� +∞

0

sinx
3
√
x2 + x+ 1

dx

解: 因为
1

3
√
x2 + x+ 1

单调递减趋于 0，

� x

0

sin tdt有界，由 Dirichlet判别法，
� +∞

0

sinx
3
√
x2 + x+ 1

dx

收敛。又因为

∣∣∣∣ sinx
3
√
x2 + x+ 1

∣∣∣∣ ⩾ 1

2 3
√
x2 + x+ 1

− cos 2x
2 3
√
x2 + x+ 1

，
1

2 3
√
x2 + x+ 1

∼ 1

x
2
3

，所以发散。

因此条件收敛。

(3)
� +∞

2

sinx
x lnxdx

解: 因为
1

x lnx 单调递减趋于 0，

� x

0

sin tdt 有界，所以由 Dirichlet 判别法，
� +∞

0

sinx
x lnxdx 收敛。

又因为

∣∣∣∣ sinx
x lnx

∣∣∣∣ ⩾ 1

2x lnx − cos 2x
2x lnx，

� +∞

2

1

x lnxdx =

� +∞

2

d lnx
lnx = ln lnx|+∞

2 = +∞，所以发散。

因此条件收敛。

(4)
� +∞

0

ln(1 + x)

x2 (1 + xp)
dx (p > 0)

解: 因为 ln(1 + x) = o
(
x

1
2

)
(x→ +∞)，所以

ln(1 + x)

x2 (1 + xp)
= o

(
x−

3
2

)
(x→ +∞)，因此收敛。又

因为 ln(1 + x) > 0 (x > 0)，所以绝对收敛。

(5)
� +∞

0

sinx
x (1 +

√
x)

dx

解: 因为
1

x (1 +
√
x)
单调递减趋于 0，

� x
0

sin tdt有界，所以由 Dirichlet判别法，
� +∞

0

sinx
x (1 +

√
x)

dx

收敛。又因为

∣∣∣∣ sinx
x (1 +

√
x)

∣∣∣∣ ⩾ 1

2x (1 +
√
x)

− cos 2x
2x (1 +

√
x)
，

1

x (1 +
√
x)

∼ 1

x
3
2

，所以发散。因此条

件收敛。

(6)
� 1

0

sin 1
x

xp
dx

解: 因为
� 1

0

sin 1
x

xp
dx =

� +∞

1

tp−2 sin tdt，又
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ⩽ 1，所以当 p < 1 时，

� +∞

1

∣∣tp−2 sin t
∣∣ dt <

� +∞

1

tp−2dt = 1

1− p
，所以绝对收敛。

当 p ∈ [1, 2) 时，因为

� x

1

sin tdt 有界，tp−2 单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法，收敛。又
� x

1

∣∣∣∣ sin tt2−p

∣∣∣∣ dt > � x

1

sin2 t

t2−p
dt =

� x

1

dt
2t2−p

−
� x

1

cos 2t
2t2−p

dt，
� x

1

dt
2t2−p

发散，

� x

1

cos 2t
2t2−p

dt 收敛，则发

散到正无穷。所以条件收敛。

当 p ⩾ 2 时，∀n ∈ N+,

∣∣∣∣∣
� (2n+1)π

2nπ

tp−2 sin tdt
∣∣∣∣∣ ⩾

� π

0

sin tdt = 2，因此发散。

综上，p < 1 时绝对收敛；p ∈ [1, 2) 时条件收敛；p > 1 时发散。
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3 设 f(x) 在 [a,+∞) 单调、连续，

� +∞

a

f(x)dx 收敛，求证： lim
x→+∞

f(x) = 0

证明: 不妨设 f(x) 单减，则 ∀x ⩾ a, f(x) ⩾ 0，否则发散。由 Cauchy 收敛定理，∀ε > 0, ∃A > a, ∀x ⩾

y > A,

∣∣∣∣� x

y

f(t)dt
∣∣∣∣ < ε，取 y =

x

2
，则得 ∀x > A,

∣∣∣∣∣
� x

x
2

f(t)dt
∣∣∣∣∣ < ε，则 0 ⩽ xf(x) ⩽ 2

� x

x
2

f(t)dt < ε，即

lim
x→+∞

xf(x) = 0, lim
x→+∞

f(x) = 0.

4 设 f(x)和 g(x)在 [0,+∞)非负，

� +∞

0

g(x)dx收敛，且当 0 < x < y 时，有 f(y) ⩽ f(x)+

� y

x

g(t)dt，

求证： lim
x→+∞

f(x) 存在。

证明: 设 h(x) = f(x)−
� x

0

g(t)dt，由 ∀y > x > 0, f(y) ⩽ f(x)+

� y

x

g(t)dt = f(x)+

� y

0

g(t)dt−
� x

0

g(t)dt

知 h(y) ⩽ h(x)，也即 h(x) 单调递减。因为 h(x) = f(x)−
� x

0

h(t)dt ⩾ −
� +∞

0

g(t)dt ∈ R，所以 h(x) 单

调递减有下界，因此 lim
x→+∞

h(x) 存在，又

� +∞

0

g(x)dx 存在，所以 lim
x→+∞

f(x) 存在.

5 设 f(x) 和 g(x) 在 [0,+∞) 上非负，g(x) 单调递减趋于 0，且

� +∞

0

f(x)g(x)dx 收敛。求证：

lim
x→+∞

g(x)

� x

0

f(t)dt = 0.

证明: 由 Cauchy 收敛准则，∀ε > 0, ∃B > 0, ∀x > A > B,

� x

A

f(t)g(t)dt < ε

2
，则

ε

2
>

� x

A

f(t)g(t)dt >

g(x)

� x

A

f(t)dt ⩾ 0. 记
� A

0

f(x)dx = M，因为 lim
x→+∞

g(x) = 0，所以对于 ε > 0, ∃C > 0, ∀x > C, 0 ⩽

g(x) <
ε

2M
取足够大的 x，使得 g(x) <

ε

2M
. 此时，取 x > C，则有 g(x)

� x

0

f(t)dt < ε

2
+M

ε

2M
= ε.

因此， lim
x→+∞

g(x)

� x

0

f(t)dt = 0.

6 设

� +∞

0

f(x)dx 绝对收敛，且 lim
x→+∞

g(x) = 0，g 在任意有限区间上可积，求证： lim
x→+∞

� x

0

f(t)g(x−

t)dt = 0

证明: 因为
� +∞

0

f(x)dx 绝对收敛，所以 ∀ε > 0, ∃A > 0, ∀y > x ⩾ A,

� y

x

|f(x)|dx < ε. 因为

lim
x→+∞

g(x) = 0，所以 ∃B > 0, ∀x > B, |g(x)| < ε. 取 S > A+B，于是：

∣∣∣∣∣
� S

0

f(t)g(S − t)dt
∣∣∣∣∣ ⩽ ε

� A

0

|f(x)|dx+ ε2 + ε sup
x∈[0,B]

|g(x)| = ε

(� A

0

|f(x)|dx+ ε+ sup
x∈[0,B]

|g(x)|

)

⩽ ε

(� +∞

0

|f(x)|dx+ ε+ sup
x⩾0

|g(x)|
)

因此 lim
x→+∞

� x

0

f(t)g(x− t)dt = 0.

13.2 反常多重积分

定义 13.1: 竭尽递增列 (Exhaust)
设 D 是无界区域，若 D 的子区域列 {Dn}∞ 满足：∀i < j,Di ⊂ Dj ⊂ D；∀k ∈ N+, Dk Jordan 可

测；
∞⋃
k=1

Dk = D，那么称 {Dn}∞ 为 D 的一个竭尽递增列 (Exhaust).
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定义 13.2: 设 f 在无界区域 D 有定义，在 D 的任何有界 Jordan 可测子集可积，{Dn}∞ 是 D 的一个

竭尽递增列。若 lim
n→∞

�
Dn

fdσ 存在且不依赖于 D 的竭尽递增列的选取，则 f 在 D 的反常积分存在，记

为

�
D

fdσ.

定理 13.5: 设 f 在无界区域 D 有定义，且 f 非负，则若存在 D 的一个竭尽递增列 {Dn}∞ 使得

lim
n→∞

�
Dn

fdσ 存在，那么
�
D

fdσ 存在。

证明: 设 D 的竭尽递增列 {Sn}∞ 使得 lim
n→∞

�
Sn

fdσ = A，任取 D 的一个竭尽递增列 {Dn}∞. 因为

Sn ⊂
∞⋃
k=1

Sk，所以 ∃N ∈ N, Dn ⊂
N⋃
k=1

Sk. 记 Bn =

�
Dn

fdσ，于是 Bn ⩽
�⋃N

k=1 Sk
fdσ，所以 Bn ⩽ A，

且 {Bn}∞ 单调递增，于是存在极限 lim
n→∞

Bn = B ⩽ A. 同理，A ⩽ B，于是 A = B.

定理 13.6: 设 D 是无界区域 (非一维)，那么：
�
D

fdσ 存在 ⇐⇒
�
D

|f |dσ 存在。

1 计算反常积分：

(1)
�
D

dxdy√
x2 + y2

，其中 D 是单位圆内部。易知积分收敛，因此可以转化为累次积分。

解: �
D

dxdy√
x2 + y2

=

� 1

0

dr
� 2π

0

r

r
dθ = 2π

(2)
�
D

dxdy
(1 + x+ y)

α，其中 D 是第一象限，α > 2.

解: 易知积分收敛，因此可以转化为累次积分。设变换 (u, v) = (x + y, x − y),

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1

2
, (u, v) ∈

{(u, v) |u ⩾ 0,−u ⩽ v ⩽ u}
�
D

dxdy
(1 + x+ y)

α

=

� +∞

0

1

2
du
� u

−u

1

(1 + u)α
dv

=

� +∞

0

udu
(1 + u)α

=

� +∞

0

ud 1

(1− α)(1 + u)α−1

=
u

(1− α)(1 + u)α−1

∣∣∣∣+∞

0

−
� +∞

0

du
(1− α)(1 + u)α−1

=

(
u

(1− α)(1 + u)α−1
− 1

(1− α)(2− α)(1 + u)α−2

)∣∣∣∣+∞

0

(α > 2)

=
1

(α− 1)(α− 2)

(3)
�
D

max{x, y}e−(x
2+y2)dxdy，其中 D 是第一象限.

解: 易知积分收敛，因此可以转化为累次积分。
�
D

max{x, y}e−(x
2+y2)dxdy
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=

� +∞

0

dr
� π

2

0

max {r cos θ, r sin θ} e−r
2

dθ

=2

� +∞

0

re−r
2

dr
� π

4

0

cos θdθ

=

√
2

2

� +∞

0

e−rdr

=

√
2

2

2 借用 Fresnel 积分
+∞�
−∞

sinx2dx =
+∞�
−∞

cosx2dx =
√

π
2 验证下列累次积分：

� +∞

−∞
dy
� +∞

−∞
sin
(
x2 + y2

)
dx =

� +∞

−∞
dx
� +∞

−∞
sin
(
x2 + y2

)
dy = π

并证明函数 sin
(
x2 + y2

)
在定义 13.14 意义下在 R2 上的反常二重积分发散. (提示：分别考虑 R2 的两

个竭尽递增列 Dn = {(x, y)||x| ⩽ n, |y| ⩽ n} 和 Bn =
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ⩽ 2nπ
}
).

证明:
� +∞

−∞
dy
� +∞

−∞
sin
(
x2 + y2

)
dx

=

� +∞

−∞
dy
� +∞

−∞

(
sinx2 cos y2 + sin y2 cosx2

)
dx

=

√
π

2

� ∞

−∞

(
sin y2 + cos y2

)
dy

=π

另一式同理成立.

证明: 注意到：∀R > 0，

�
B(O,R)

sin
(
x2 + y2

)
dxdy =

� R

0

sin r2rdr
� 2π

0

dθ = π
(
1− cosR2

)
. 取竭尽递

增列：Dn = B
(
O,

√
2nπ

)
, Sn = B

(
O,
√
(2n+ 1)π

)
，易知

�
Dn

= 0,
�
Sn

= 2π，所以依赖于竭尽递增列

的选取，不收敛.

13.3 含参变量的积分

定理 13.7: 含参积分函数的连续性

若函数 f(x, u) 在 I = [a, b]× [α, β] 连续，则 φ(u) =

� b

a

f(x, u)dx 在 [α, β] 一致连续。

证明: 因为 f 在有界闭区域 I 连续，所以 f 一致连续。∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀(x1, u1), (x2, u2) ∈ I，当√
(x1 − x2)2 + (u1 − u2)2 < δ 时，|f(x1, u1)− f(x2, u2)| < ε.
因此，∀u0 ∈ [α, β]，当 |u− u0| < δ 时：

|φ(u)− φ(u0)| =

∣∣∣∣∣
� b

a

(f(x, u)− f(x, u0)) dx
∣∣∣∣∣ < (b− a)ε

于是 ∀u0 ∈ [α, β]，φ(u) 在 u0 处连续，因此在 [α, β] 连续，则一致连续.

推论 13.1: 连续性推广到开区间 (α, β)

使用类似的方法，我们易证：φ 在 (α, β) 内闭一致连续，因此在 (α, β) 连续.
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定理 13.8: 含参积分函数的积分

若 f(x, u) 在 [a, b]× [α, β] 上连续，那么 φ(u) =

� b

a

f(x, u)dx 的积分为

� β

α

φ(u)du =

� β

α

(� b

a

f(x, u)dx
)

du =

� b

a

(� β

α

f(x, u)du
)

dx

定理 13.9: 含参积分函数积分号下求导

若 f(x, u) 在 [a, b]× [α, β] 上连续，且对 u 有连续的偏导数
∂f(x, u)

∂u
，那么 φ(u) =

� b

a

f(x, u)dx 可

微，并且求导和积分可交换顺序.

证明: 令 g(u) =

� b

a

∂f(x, u)

∂u
dx，于是

� t

α

g(u)du =

� b

a

(� t

α

∂f(x, u)

∂u
du
)

dx =

� b

a

(f(x, t)− f(x, α)) dx = φ(t)− φ(α)

注 13.1: 当 f(x, u) 连续时，φ(u0) = lim
u→u0

� b

a

f(x, u)dx =

� b

a

lim
u→u0

f(x, u)dx 实质是两个极限交换顺序，

而这需要某种“一致性”使得能够交换。

定理 13.10: 变限含参积分的连续性

若 f(x, u) 在 [a, b]× [α, β] 上连续，a(u), b(u) ∈ [a, b] 在 [α, β] 上连续，那么 φ(u) =

� b(u)

a(u)

f(x, u)dx

在 [α, β] 一致连续.

证明: 因为 f 在有界闭区域 I 连续，所以 f 一致连续。∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀(x1, u1), (x2, u2) ∈ I，当√
(x1 − x2)2 + (u1 − u2)2 < δ 时，|f(x1, u1) − f(x2, u2)| < ε. 同理，a(u), b(u) 一致连续，对于上述

ε > 0, ∃δ′ > 0 使得：当 u′, u′′ ∈ [α, β] 且 |u′ − u′′| < δ′ 时，|a(u)− a(u0)|, |b(u)− b(u0)| < ε.
因为 f 在有界闭区域 I 连续，所以有界，设M = max

(x,u)∈I
|f(x, u)|. ∀u0 ∈ [α, β]，当 |u−u0| < min{δ, δ′}

时，有：

|φ(u)− φ(u0)| =

∣∣∣∣∣
(� a(u0)

a(u)

+

� b(u0)

a(u0)

+

� b(u)

b(u0)

)
f(x, u)dx−

� b(u0)

a(u0)

f(x, u0)dx
∣∣∣∣∣

⩽
∣∣∣∣∣
(� a(u0)

a(u)

+

� b(u)

b(u0)

)
f(x, u)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
� b(u0)

a(u0)

(f(x, u)− f(x, u0)) dx
∣∣∣∣∣

⩽ (|a(u)− a(u0)|+ |b(u)− b(u0)|)M + |b(u0)− a(u0)|ε

< (2Mε+ b− a) ε

因此 lim
u→u0

φ(u) = φ(u0)，φ(u) 在 [α, β] 连续，则一致连续.

推论 13.2: 连续性推广到开区间 (α, β)

使用类似的方法，我们易证：φ 在 (α, β) 内闭一致连续，因此在 (α, β) 连续.

定理 13.11: 变限含参积分求导
设 f(x, u) 在 [a, b] × [α, β] 连续，且对 u 有连续的偏导数，a(u), b(u) ∈ [a, b] 可微，则 φ(u) =� b

a

f(x, u)dx 在 [α, β] 可微，且 φ′(u) =

� b(u)

a(u)

∂f(x, u)

∂u
dx+ f (b(u), u) b′(u)− f (a(u), u) a′(u).

证明:

φ(u)− φ(u0)

u− u0
=

� b(u0)

a(u0)

f(x, u)− f(x, u0)

u− u0
dx+

1

u− u0

� a(u0)

a(u)

f(x, u)dx+
1

u− u0

� b(u)

b(u0)

f(x, u)dx
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由积分第一中值公式，∃ξ 介于 a(u), a(u0) 之间，∃η 界于 b(u), b(u0) 之间，使得：

φ(u)− φ(u0)

u− u0
=
a(u0)− a(u)

u− u0
f(ξ, u) +

b(u)− b(u0)

u− u0
f(ξ, u) +

� b(u0)

a(u0)

f(x, u)− f(x, u0)

u− u0
dx

于是，当 u→ u0 时：

φ′(u) =

� b(u)

a(u)

∂f(x, u)

∂u
dx+ f (b(u), u) b′(u)− f (a(u), u) a′(u)

定理 13.12: Euler-Lagrange 方程/最速降线/变分法
设竖直平面上有高度不同的两个点 A,B，试求一条光滑曲线 L，使得质点从 A 点由静止释放，沿 L

无摩擦运动到 B 点时间最短。

解: 以 A 为原点，指向 B 的水平方向为 x 轴正向，指向 B 的竖直方向为 y 轴正向，建立平面直角坐标

系 xOy. 设 L : y = y(x), y(0) = 0, y(x0) = y0. (以下讨论的函数均设为光滑函数) 于是有：
v(x) =

ds
dt

dx =
√
1 + y′2(x)dx

mv2(x)

2
= mgy(x)

=⇒ dt = ds
v(x)

=
1√
2g

√
1 + y′2(x)

y(x)
=⇒ T =

1√
2g

� x0

0

√
1 + y′2(x)

y(x)
dx

设泛函 F (y, y′) =

√
1 + y′2

y
. 因为 T 有下界，所以有下确界，设 f(x) 使得 T (f) = infT (y). 任取 φ(x)

满足 φ(0) = φ(x0) = 0，设参数 t ⩾ 0，于是 y = f + tφ 也是一条曲线 L 的方程，T (f + tφ) ⩾ T (f). 因

为 F (y, y′) 光滑，所以 T 关于 t 光滑，于是
d
dt

∣∣∣∣
t=0

T (f + tφ) = 0. 因为：

√
2g

d
dtT (f + tφ) =

� x0

0

d
dtF (f + tφ, f ′ + tφ′)(x)dx =

� x0

0

(
∂F

∂y
φ(x) +

∂F

∂y′
φ′(x)

)
dx

=

� x0

0

∂F

∂y
φ(x)dx+

� x0

0

∂F

∂y′
dφ(x) =

� x0

0

∂F

∂y
φ(x)dx+

∂F

∂y′
φ(x)

∣∣∣∣x0

0

−
� x0

0

d
dx

∂F

∂y′
φ(x)dx

=

� x0

0

(
∂F

∂y
− d

dx
∂F

∂y′

)
φ(x)dx

所以，代入 t = 0，由 φ(x) 的任意性知：
∂F

∂f
− d

dx
∂F

∂f ′
= 0，也即 Euler-Lagrange 方程.

注意到：
d
dx

(
f ′
∂F

∂f ′

)
= f ′′

∂F

∂f ′
+ f ′

d
dx

∂F

∂f ′
= f ′′

∂F

∂f ′
+ f ′

∂F

∂f
=

df ′
dx

∂F

∂f ′
+

df
dx

∂F

∂f
=

d
dxF (f, f

′)，所

以：
d
dx

(
F − f ′

∂F

∂f ′

)
= 0 =⇒ F − f ′

∂F

∂f ′
= k ⇐⇒ 1√

f (1 + f ′2)
= k. 于是，考虑 x > 0 时的情况，设

k =
1

a2
, a > 0，于是 f

(
1 + f ′2

)
= a，化为

df
dx =

√
a− f

f
.

注意到：这是一个一元二阶非线性方程，所以分离变量：dx =

√
f

a− f
df . 使用参数方程，替换 a = 2R，

设 y = R(1 − cos θ), θ ∈ [0, α] ⊂ [0, π]，得：dx =

√
R(1− cos θ)
R(1 + cos θ)R sin θdθ = R

1− cos θ√
1− cos2 θ

sin θdθ =

R(1 − cos θ)dθ = Rd(θ − sin θ)，所以 x = R(θ − sin θ) + C，又因为 y
∣∣
θ=0

= 0，所以 x
∣∣
θ=0

= 0，于是

C = 0. 所以曲线 L：

 x = R(θ − sin θ)

y = R(1− cos θ)
, θ ∈ [0, α]，且满足条件：

R(α− sinα) = x0

R(1− cosα) = y0
, α ∈ (0, π].

1 试用两种办法计算以下极限：
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(1) lim
α→0

� 1

−1

√
x2 + α2dx

解: 一方面，因为：
� √

x2 + 1dx =x
√
x2 + 1−

�
x

x√
x2 + 1

dx

=x
√
x2 + 1 +

�
1√

x2 + 1
dx−

� √
x2 + 1dx

=
x
√
x2 + 1

2
+

arcsinhx
2

+ C

所以：

� 1

−1

√
x2 + α2dx =α2

� 1
|α|

− 1
|α|

√
x2 + 1dx

=
α2

2

(
x
√
x2 + 1 + arcsinhx

)∣∣∣ 1
|α|

− 1
|α|

=
α2

2

(
x
√
x2 + 1 + ln

(
x+

√
x2 + 1

))∣∣∣ 1
|α|

− 1
|α|

=α2
(
x
√
x2 + 1 + ln

(
x+

√
x2 + 1

))∣∣∣ 1
|α|

0

=
√
α2 + 1 + α2 ln

(
1 +

√
α2 + 1

)
− α2 ln |α|

因此， lim
α→0

� 1

−1

√
x2 + α2dx = 1.

另一方面，因为
√
x2 + α2 在 R2 的有界区域一致连续，所以

lim
α→0

� 1

−1

√
x2 + α2dx =

� 1

−1

|x|dx = 1

(2) lim
α→0

� 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx

解: 一方面，因为：
� 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx =

arctan 1+α√
1+α2

− arctan α√
1+α2√

1 + α2
=

arctan
√
α2+1

2α2+α+1√
1 + α2

所以： lim
α→0

� 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx = lim

α→0

arctan
√
α2+1

2α2+α+1√
1 + α2

=
π

4
.

另一方面，因为
1

1 + x2 + α2
在 R2 的有界区域一致连续，所以

lim
α→0

� 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx =

� 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4

2 求 F ′(α)

(1) F (α) =

� cosα

sinα
eα

√
1−x2dx

解:

F ′(α) =− eα| sinα| sinα− eα| cosα| cosα+

� cosα

sinα
eα

√
1−x2

√
1− x2dx

=− eα| sinα| sinα− eα| cosα| cosα+

� α+π
2

α

eα| cos x|| cosx| cosxdx
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(2) F (α) =

� b+α

a+α

sinαx
x

dx.

解:

F ′(α) =

� b+α

a+α

cosαxdx+
sinα(b+ α)

b+ α
− sinα(a+ α)

a+ α
=
b sinα(b+ α)

α(b+ α)
− a sinα(a+ α)

α(a+ α)

(3) F (α) =

� α

0

ln(1 + αx)

x
dx

解:

F ′(α) =

� α

0

1

1 + αx
dx+

ln(1 + α2)

α
=

2 ln(1 + α2)

α

(4) F (α) =

� α

0

f(x+ α, x− α)dx，f(u, v) 有连续的偏导数.

解:
F ′(α) =

� α

0

(f ′1(x+ α, x− α)− f ′2(x+ α, x− α))dx+ f(2α, 0)

3 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，证明：

y(x) =
1

k

� x

c

f(t) sin k(x− t)dt c, x ∈ [a, b)

满足常微分方程

y′′ + k2y = f(x)

其中 c, k 是常数.

证明:
y′(x) =

� x

c

f(t) cos k(x− t)dt

y′′(x) = −k
� x

c

f(t) sin k(x− t)dt+ f(x)

因此 y′′ + k2y = f(x).

4 应用对参数进行微分或积分的方法，计算下列积分：

(1)
� π

2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx，a > 0, b > 0.

解: 令：

I(a, b) =

� π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx =

� π
2

0

ln
(
a2 + b2 +

(
b2 − a2

)
cos 2x

)
dx− π ln 2

2

当 a 6= b 时，利用万能公式：

∂

∂a
I(a, b) =

� π
2

0

2a(1− cos 2x)
a2 + b2 + (b2 − a2) cos 2xdx

=

� +∞

0

2a
(
1− 1−t2

1+t2

)
a2 + b2 + (b2 − a2) 1−t2

1+t2

dt
1 + t2

=

� +∞

0

2at2

(b2 + a2t2) (1 + t2)
dt

=

� +∞

0

(
2a

a2 − b2
1

t2 + 1
− 2ab2

a2 − b2
1

b2 + a2t2

)
dt
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=
πa

a2 − b2
− 2ab2

a2 − b2
π

2ab

=
π

a+ b

=⇒
� π

2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx = I(a, b) = I(b, b) +

� a

b

π

t+ b
dt = π ln a+ b

2

当 a = b 时：

� π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx = π ln a 因此，

� π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx = π ln a+ b

2
.

(2) (Poission 积分)
� π

0

ln
(
1− 2a cosx+ a2

)
dx，a ∈ [0, 1).

解: 记 I(a) =

� π

0

ln
(
1− 2a cosx+ a2

)
dx.

d
daI(a) =

� π

0

2a− 2 cosx
1− 2a cosx+ a2

dx

=

� +∞

0

2a− 2 1−t2
1+t2

1 + a2 − 2a 1−t2
1+t2

2dt
1 + t2

=4

� +∞

0

(a+ 1)t2 + (a− 1)

(t2 + 1) ((a+ 1)2t2 + (a− 1)2)
dt

=

� +∞

0

(
2

a (1 + t2)
+

2
(
a2 − 1

)
a ((a+ 1)2t2 + (a− 1)2)

)
dt

=
π

a
+

2
(
a2 − 1

)
a(a+ 1)(1− a)

π

2

=0

=⇒
� π

0

ln
(
1− 2a cosx+ a2

)
dx = 0

(3)
� π

2

0

arctan(a tanx)
tanx dx，a ⩾ 0.

解: 记 I(a) =

� π
2

0

arctan(a tanx)
tanx dx. 当 a = 1 时：

d
daI(a) =

� π
2

0

dx
1 + tan2 x

=

� π
2

0

cos2 xdx =
π

4

当 a 6= 1 时：

d
daI(a) =

� π
2

0

1

1 + a2 tan2 x
dx

=

� +∞

0

1

(1 + a2t2) (t2 + 1)
dt = 1

1− a2

� +∞

0

(
1

t2 + 1
− a2

a2t2 + 1

)
dt

=
π

2(a+ 1)

=⇒
� π

2

0

arctan(a tanx)
tanx dx = 0 +

� a

0

π

2(t+ 1)
dt = π

2
ln(a+ 1)

(4)
� π

2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx · dx

cosx，a ∈ [0, 1).
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解: 记 I(a) =

� π
2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx · dx

cosx .

d
daI(a) =

� π
2

0

2

1− a2 cos2 xdx

=

� π
2

0

4

2− a2 − a2 cos 2xdx

=

� +∞

0

4

2− a2 − a2 1−t2
1+t2

dt
1 + t2

=

� +∞

0

2

t2 + 1− a2
dt

=
2√

1− a2
arctan t√

1− a2

∣∣∣∣+∞

0

=
π√

1− a2

=⇒
� π

2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx · dx

cosx = 0 +

� a

0

π√
1− t2

dt = π arcsin a

13.4 含参变量的反常积分

考虑定义在 [a,+∞) × I 上的连续函数 f(x, u) 的含参反常积分函数 φ(u) =

� +∞

a

f(x, u)dx, u ∈ I.

这里的 I 是 R 上的任意区间 (开区间、闭区间、半开半闭区间).

定义 13.3: 含参反常积分的一致收敛性
如果

∀ε > 0, ∃X > a, ∀A > X, ∀u ∈ I,

∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣ < ε

那么称反常积分在 I 上一致收敛。这里的 I 可以是任意的区间。

定理 13.13: 含参反常积分一致收敛等价命题
f(x, u) 的含参反常积分 φ(u) =

� +∞

a

f(x, u)dx, u ∈ I 一致收敛等价于：

lim
A→+∞

sup
u∈I

∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣ = 0

定理 13.14: Cauchy 一致收敛准则

积分 φ(u) =

� +∞

a

f(x, u)dx 在 I 上一致收敛的充分必要条件是：

∀ε > 0, ∃X > a, ∀A′, A′′ > X, ∀u ∈ I,

∣∣∣∣∣
� A′′

A′
f(x, u)dx

∣∣∣∣∣ < ε

证明: 必要性：当
� +∞

a

f(x, u)dx 对于 u ∈ I 一致收敛时，由定义知：

∀ε > 0, ∃X > a, ∀A > X, ∀u ∈ I,

∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣ < ε

因此，对于上述 ε > 0，当 A′, A′′ > X 时：∣∣∣∣∣
� A′′

A′
f(x, u)dx

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣� +∞

A′
f(x, u)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣� +∞

A′′
f(x, u)dx

∣∣∣∣ < 2ε
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充分性：由条件易知

� A

a

f(x, u)dx 有界，由 Bolzano-Weierstrass 定理，存在 [a,+∞) 上发散到正无

穷的数列 {xn}∞，使得 {yn}∞ : yn =

� xn

a

f(x, u0)dx 是收敛数列，设 lim
n→∞

yn = ℓ ∈ R. 因为：

ε > 0, ∃X > a, ∀A′, A′′ > X,

∣∣∣∣∣
� A′′

A′
f(x, u0)dx

∣∣∣∣∣ < ε

同时，对上述 ε > 0，∃N ∈ N+, ∀n > N, |yn − ℓ| < ε, xn > X. 于是则有：

∀A > xN+1,

∣∣∣∣∣
� A

a

f(x, u0)dx− ℓ

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣
� XN+1

a

f(x, u0)dx− ℓ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
� A

XN+1

f(x, u0)dx
∣∣∣∣∣ < 2ε

又因为对于 u ∈ I，只需将 f(x, u0) 替换成 f(x, u) 即可，所以上述过程对于 ∀u ∈ I 是一致的，因此� +∞

a

f(x, u)dx⇒ φ(u).

定理 13.15: Weierstrass 判别法
设 f(x, u) 在 [a,+∞) × I 连续，若存在 [a,+∞) 上的可积函数 g(x) 使得 ∃M > a, ∀x > M, ∀u ∈

I, |f(x, u)| ⩽ g(x)，那么

� +∞

a

f(x, u)dx 一致收敛。此时称 g(x) 为 f(x, u) 的控制函数。

证明: 因为 ∃M > a, ∀x > M, ∀u ∈ I, |f(x, u)| ⩽ g(x)，所以不妨设M ⩾ a. 因为 g(x)在 [a,+∞)可积，所

以

� +∞

a

g(x)dx收敛，于是 ∀ε > 0, ∃S ⩾M, ∀A > S,

� +∞

A

g(x)dx < ε，因此 ∀u ∈ I,

∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣ ⩽� +∞

A

|f(x, u)| dx ⩽
� +∞

A

g(x)dx < ε. 因此
� +∞

a

f(x, u)dx 一致收敛.

定理 13.16: Dirichlet 判别法
设 f(x, u), g(x, u) 在 [a,+∞)× I 内闭可积，且：

(1)
� A

a

f(x, u)dx 对于 A ⩾ a 和 u ∈ I 一致有界。

(2) ∀u0 ∈ I, g(x, u0) 是关于 x 的单调函数，且 ∀u ∈ I, lim
x→+∞

g(x, u) ⇒ 0.

那么

� +∞

a

f(x, u)g(x, u)dx 一致收敛。

证明: 设 M = sup
x⩾a

|f(x, u)|. 因为 lim
x→+∞

g(x, u) ⇒ 0，所以 ∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x > A, ∀u ∈ I, |g(x, u)| < ε.

由积分第二中值公式，当 B > A 时，∃ξ ∈ [A,B] 使得：∣∣∣∣∣
� B

A

f(x, u)g(x, u)dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣g(A)
� ξ

A

f(x, u)dx+ g(B)

� B

ξ

f(x, u)dx
∣∣∣∣∣ ⩽ (B −A)Mε

因此，由 Cauchy 收敛准则，
� +∞

a

f(x, u)g(x, u)dx 一致收敛.

定理 13.17: Abel 判别法
设 f(x, u), g(x, u) 在 [a,+∞)× I 内闭可积，且：

(1)
� +∞

a

f(x, u)dx 关于 u ∈ I 一致收敛。

(2) ∀u0 ∈ I, g(x, u0) 是关于 x 的单调函数，且关于 u ∈ I 一致有界。

那么

� +∞

a

f(x, u)g(x, u)dx 一致收敛。

证明: 设 lim
x→+∞

g(x, u) = h(u)，其中 h(u) 是有界函数，那么 f(x, u)g(x, u) = f(x, u)(g(x, u) − h(u)) +

f(x, u)h(u)，由于 f(x, u)(g(x, u) − h(u)) 满足 Dirichlet 判别法条件，f(x, u)h(u) 积分与 u 无关，所以� +∞

a

f(x, u)g(x, u)dx 一致收敛.
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定理 13.18: 含参反常积分函数的连续性
设 f(x, u) 是 [a,+∞)× I 上的连续函数，

� +∞

a

f(x, u)dx⇒ φ(u), ∀u ∈ I，于是 φ(u) 是 I 上的连续

函数。

证明: 因为一致收敛，所以

∀ε > 0, ∃X > a, ∀A > X, ∀u ∈ I,

∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣ < ε

3

因为 f(x, u) 连续，对于上述 ε > 0, A > X，任取 u0 ∈ I，则 ∃δ > 0, ∀|u− u0| < δ,∣∣∣∣∣
� A

a

(f(x, u)− f(x, u0) dx
∣∣∣∣∣ < ε

3
，于是：

|φ(u)− φ(u0)| =
∣∣∣∣� +∞

a

f(x, u)dx−
� +∞

a

f(x, u0)dx
∣∣∣∣

⩽
∣∣∣∣∣
� A

a

(f(x, u)− f(x, u0)) dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u0)dx
∣∣∣∣

<ε

因此 φ(u) 是 I 上的连续函数。

定理 13.19: 含参反常积分函数的积分
设 f(x, u) 是 [a,+∞)× I 上的连续函数，

� +∞

a

f(x, u)dx⇒ φ(u), ∀u ∈ I，(α, β) ⊂ I，则：

� β

α

φ(u)du =

� β

α

(� +∞

a

f(x, u)dx
)

du =

� +∞

a

(� β

α

f(x, u)du
)

dx

证明: 因为一致收敛，所以 ∀ε > 0, ∃X > 0, ∀A > X, ∀u ∈ I,

∣∣∣∣� +∞

A

f(x, u)dx
∣∣∣∣ < ε. 由于 φ(u) 在 [α, β]

连续则可积，所以： ∣∣∣∣∣
� β

α

φ(u)du−
� A

a

(� β

α

f(x, u)du
)

dx
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
� β

α

φ(u)du−
� β

α

(� A

a

f(x, u)dx
)

du
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
� β

α

(� +∞

A

f(x, u)dx
)

du
∣∣∣∣∣

<(β − α)ε

因此

� β

α

φ(u)du =

� β

α

(� +∞

a

f(x, u)dx
)

du =

� +∞

a

(� β

α

f(x, u)du
)

dx.

推论 13.3: 当 f(x, u)是 [a,+∞)×(α, β)上的连续函数，而且在 (α, β)的内闭区间 ∀[α+δ1, β−δ2] $ (α, β)

上，

� +∞

a

f(x, u)dx⇒ φ(u)，并且已知

� β

α

φ(u)du 在 [α, β] 上连续，那么：

� β

α

φ(u)du = lim
δ1→0+

δ2→0+

� β−δ2

α+δ1

φ(u)du = lim
δ1→0+

δ2→0+

� +∞

0

dx
� β−δ2

α+δ1

f(x, t)dt

定理 13.20: 含参反常积分函数的导数
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设 I 是 R 的有界区间，若 f(x, u) 满足以下条件：

(1) f(x, u) 和 ∂f(x, u)

∂u
在 [a,+∞)× I 连续；

(2)
� +∞

a

f(x, u)dx 在 I 上收敛；

(3)
� +∞

a

∂f(x, u)

∂u
dx 在 I 上一致收敛。

那么 φ(u) =

� +∞

a

f(x, u)dx 在 I 上可微，且 φ′(u) =

� +∞

a

∂f(x, u)

∂u
dx.

证明: 设 [α, β] ⊂ I，则由上例，知：

� β

α

(� +∞

a

∂f(x, u)

∂u
dx
)

du =

� +∞

a

(� β

α

∂f(x, u)

∂u
du
)

dx =

� +∞

a

(f(x, β)− f(x, α)) dx = φ(β)− φ(α)

因为
∂f(x, u)

∂u
连续且积分一致收敛，因此积分连续，由 Newton-Leibniz 公式，上式左边求导即为被积部

分。所以对上式两边求导，即得 φ′(u) =

� +∞

a

∂f(x, u)

∂u
dx.

注 13.2: 上述 3 个性质：含参无穷积分函数的连续性、积分、导数，实质上都是积分和极限交换运算顺
序.

定理 13.21: 逐点取极限定理
设 f(x, u)在 [a,+∞)× [α, β]上连续，且

� +∞

a

f(x, u)dx在 u ∈ (α, β)一致收敛，则

� +∞

a

f(x, α)dx

和

� +∞

a

f(x, β)dx 收敛，而且
� +∞

a

f(x, u)dx 在 [α, β] 上连续.

证明: 我们先证明，反常积分在 [α, β] 一致收敛。由 Cauchy 收敛准则：

∀ε > 0, ∃X ⩾ a, ∀A′, A′′ > X, ∀u ∈ (α, β),

∣∣∣∣∣
� A′′

A′
f(x, u)dx

∣∣∣∣∣ < ε ((1))

由 f(x, u) 的连续性，令 (1) 式中 u→ α+，即得：∣∣∣∣∣
� A′′

A′
f(α, u)dx

∣∣∣∣∣ < ε ((2))

由 Cauchy 收敛准则，
� +∞

a

f(x, α)dx 收敛，同理，
� +∞

a

f(x, β)dx 收敛，因此
� +∞

a

f(x, u)dx 在 [α, β]

一致收敛 (易证：加入有限个收敛点，一致性仍然成立)。设
� +∞

a

f(x, u)dx⇒ φ(u), u ∈ [α, β]. 由 [α, β]

上 φ(u) 一致收敛，且 f 是 [a,+∞)× [α, β] 上的连续函数，得 φ(α) 在 [α, β] 上连续，因此一致连续.

定理 13.22: 含参反常积分函数的反常积分
如果 f(x, u) 满足以下条件：

(1) f(x, u) 在 [a,+∞)× [α,+∞) 连续；

(2)
� +∞

a

f(x, u)dx 对于 u 在 [α,+∞) 的任何有界内闭区间一致收敛，且

� +∞

a

f(x, u)du 对于 x 在

[a,+∞) 的任何有界内闭区间一致收敛；

(3) 下列两个积分至少有一个存在：
� +∞

a

dx
� +∞

α

|f(x, u)|du,
� +∞

α

du
� +∞

a

|f(x, u)|dx

此时，积分

� +∞

a

dx
� +∞

α

f(x, u)du 和
� +∞

α

du
� +∞

a

f(x, u)dx 存在且相等.
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例子 13.1: Dirichlet 积分
� +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

解: 添加收敛因子 e−ux, u ⩾ 0，考虑积分 I(u) =

� +∞

0

sinx
x

e−uxdx. 因为
� A

0

sinxdx 一致有界，e−ux
x

单调递减一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法知 I(u) 收敛。

I ′(u) = −
� +∞

0

e−ux sinxdx = − 1

u2 + 1

所以 I ′(u) 在 (0,+∞) 内闭一致收敛。又因为 I(+∞) = 0，所以 ∀u > 0, I(u) = 0 +

� u

+∞

−du
u2 + 1

=

π

2
− arctanu. 因为 I(u) 在 [0,+∞) 一致收敛，且

sinx
x

e−ux 连续，所以 I(u) 在 [0,+∞) 连续，所以� +∞

0

sinx
x

dx = I(0) =
π

2
.

解: N.I.Lobachevsky 对于 ∀a /∈ Z，考虑 cos ax 的 Fourier 级数：

an =
2

π

� π

0

cos ax cosnxdx =
1

π

� π

0

(cos(a+ n)x+ cos(a− n)x) dx =
2a(−1)n sin(aπ)
π (a2 − n2)

于是 cos ax =
sin(aπ)
aπ

+
∞∑
n=1

2a(−1)n sin(aπ)
π (a2 − n2)

cosnx，取 x = 0< 两边同时除以 sin(aπ) 得：

1

sin(aπ) =
1

aπ
+

∞∑
n=1

2a(−1)n

π (a2 − n2)
=

1

aπ
+

1

π

∞∑
n=1

(−1)n
(

1

a− n
+

1

a+ n

)

于是，∀t 6= kπ, k ∈ Z，令 t = aπ，则
1

sin t =
1

t
+

∞∑
n=1

(−1)n
(

1

t− nπ
+

1

t+ nπ

)
. 又因为 I =

� +∞

0

sinx
x

dx =

∞∑
n=0

� (n+1)π
2

nπ
2

sinx
x

dx，将积分区间归一：

当 n = 2m 时，

� (2m+1)π
2

mπ

sinx
x

dx = (−1)m
� π

2

0

sinx
x+mπ

dx；

当 n = 2m+ 1 时，

� (m+1)π

(2m+1)π
2

sinx
x

dx = (−1)m−1

� π
2

0

sinx
mπ − x

dx

所以 I =

� π
2

0

sinx
x

dx+

∞∑
n=1

� π
2

0

(−1)n
(

1

x− nπ
+

1

x+ nπ

)
sinxdx. 因为当 x ∈ [0, π2 ] 时：

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n
(

1

x− nπ
+

1

x+ nπ

)
sinx

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

1

n2π
=
π

6

所以函数项级数绝对一致收敛，无穷求和与积分可以交换顺序。因此：

� +∞

0

sinx
x

dx =

� π
2

0

( ∞∑
n=1

(−1)n
(

1

x− nπ
+

1

x+ nπ

)
sinx

)
dx =

� π
2

0

sinx
sinxdx =

π

2

例子 13.2: Laplace 积分

I(β) =

� +∞

0

cosβx
α2 + x2

dx =
π

2α
e−αβ (α > 0, β ⩾ 0); J(β) =

� +∞

0

x sinβx
α2 + x2

dx =
π

2
e−αβ (α > 0, β > 0)

解: 因为 |I(β)| ⩽ I(0) =

� +∞

0

dx
α2 + x2

=
π

2α
，由 Weierstrass 判别法，I(β) 在 β ∈ [0,+∞) 一致收敛。

I ′(β) =

� +∞

0

−x sinβx
α2 + x2

dx = −J(β)，因为 max
A>0

∣∣∣∣∣
� A

0

sinxdx
∣∣∣∣∣ = 2

A
，

x

α2 + x2
单调递减一致趋于 0，由

Dirichlet 判别法知 ∀δ > 0, J(β) 和 I ′(β) 在 [δ,+∞) 一致收敛.
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对 J(β) 在积分号下求导，得 J ′(β) =

� +∞

0

x2 cosβx
α2 + x2

dx，发散，因此需要将被积函数变为导数反常

可积的函数。注意到：

� +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
，所以，当 β ⩾ δ 时：

J(β) =

� +∞

0

x2 sinβx
x (x2 + α2)

dx =

� +∞

0

sinβx
x

dx−
� +∞

0

α2 sinβx
x (x2 + α2)

dx =
π

2
−
� +∞

0

α2 sinβx
x (x2 + α2)

dx

于是，当 β ⩾ δ 时，J ′(β) = −α2I(β)，也即 I ′(β) = α2I(β)，解得 I(β) = C1eαβ + C2e−αβ . 因为 I(β)

对 β 有界，或者说 Riemann 引理，知 C1 = 0，所以 C2 =
π

2α
，于是 I(β) =

π

2α
e−αβ , β > 0. 又因为 I(β)

对于 β ⩾ 0 一致收敛，连续，所以 I(β) =
π

2α
e−αβ , β ⩾ 0. 当 β > 0 时，知 J(β) = −I ′(β) = π

2
e−αβ .

例子 13.3: Fresnel 积分
� +∞

0

sinx2dx =

√
π

2
√
2
=

� +∞

0

cosx2dx =

√
π

2
√
2

解: 易知
� +∞

0

sinx2dx =

� +∞

0

sinx
2
√
x

dx. 因为
� A

0

sinxdx 有界， 1√
x
单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判

别法知

� +∞

0

sinx
2
√
x

dx 收敛。下面构造累次积分：

注意到：

� +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
，所以

2√
x
=

1√
π

� +∞

0

e−xu
2

du, x > 0. 因此

� +∞

0

sinx2dx =
1√
π

� +∞

0

(� +∞

0

e−xu
2

du
)

sinxdx =
1√
π

� +∞

0

dx
� +∞

0

sinxe−xu
2

du

我们需要交换积分次序，所以引入收敛因子 e−vx, v ⩾ 0，考虑积分 I(v) =

� +∞

0

sinx
x

e−vxdx. 易见：

I(v) =
1√
π

� +∞

0

dx
� +∞

0

sinxe−x(u
2+v)du

任取 δ > 0，当 v ⩾ δ 时：

(1) e−x(u
2+v) 对 x 单调递减一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法知

� +∞

0

sinxe−x(u
2+v)dx 在 u ⩾ 0 上

一致收敛。

(2) | sinx|e−x(u
2+v)du ⩽ xe−xu2 ⩽ 1

1 + xu2
⩽ 1

u2，由 Weierstrass 判别法知
� +∞

0

sinxe−x(u
2+v)dx

在 x ⩾ 0 上一致收敛。

(3)
� +∞

0

du
� +∞

0

∣∣∣sinxe−x(u2+v)
∣∣∣ dx ⩽

� +∞

0

dx
� +∞

0

e−x(u
2+v)du =

� +∞

0

du
u2 + v

=
π

2
√
v
⩽ π

2
√
δ

所以由定理知当 v ⩾ δ 时可以交换积分顺序，也即，∀v ⩾ δ：

I(v) =
1√
π

� +∞

0

du
� +∞

0

sinxe−x(u
2+v)dx =

1√
π

� +∞

0

du
1 + (u2 + v)

2

由 Dirichlet 判别法知 I(v) 在 [0,+∞) 一致收敛，因此连续。由 δ > 0 的任意性知 ∀v > 0, I(v) =
1√
π

� +∞

0

du
1 + (u2 + v)

2，所以：

� +∞

0

sinx2dx

= lim
v→0+

I(v)

=
1√
π

� +∞

0

du
1 + u4

=
1√
π

� +∞

0

( √
2
4 u+ 1

2

u2 +
√
2u+ 1

−

√
2
4 u− 1

2

u2 −
√
2u+ 1

)
du
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=
1√
π

� +∞

0


√
2
(
u+

√
2
2

)
4
(
u+

√
2
2

)2
+ 2

−

√
2
(
u−

√
2
2

)
4
(
u−

√
2
2

)2
+ 2

+
1

4
(
u+

√
2
2

)2
+ 2

− 1

4
(
u−

√
2
2

)2
+ 2

du

=
1√
π

(
1

4
√
2

ln u
2 +

√
2u+ 1

u2 −
√
2u+ 1

+
arctan

(√
2u+ 1

)
+ arctan

(√
2u− 1

)
2
√
2

)∣∣∣∣∣
+∞

0

=

√
π

2
√
2

同理，

� +∞

0

cosx2dx =

√
π

2
√
2

1 确定下列参变量反常积分的收敛域

(1)
� +∞

0

xudx

解: 因为
�
xudx =


xu+1

u+ 1
+ C, u 6= −1

lnx+ C, u = −1

，所以收敛区域为 ∅.

(2)
� +∞

1

xu
x+ sinx
x− sinxdx

解: � +∞

1

xu
x+ sinx
x− sinxdx =

� +∞

1

(
xu +

2xu sinx
x− sinx

)
dx

当 u ⩾ −1 时，

� +∞

1

xu
x+ sinx
x− sinxdx ⩾

� +∞

2

(
xu − 2xu

x− 1

)
dx ⩾

� +∞

2

xu(x− 3)

x− 1
dx = +∞，发散.

当 u < −1 时，

� +∞

1

xu
x+ sinx
x− sinxdx ⩽

� +∞

2

xu
x+ 1

x− 1
dx+

� 2

1

xu
x+ sinx
x− sinxdx ⩽

� 2

1

xu
x+ sinx
x− sinxdx+

3× 2u−1

1− u
，收敛.

因此收敛域为 (−∞,−1).

(3)
� +∞

2

dx
xu lnx

解: 当 u > 1 时，

� +∞

2

dx
xu lnx <

� +∞

2

dx
xu

=
21−u

u− 1
，因此收敛。

当 u ⩽ 1 时，

� +∞

2

dx
xu lnx ⩾

� +∞

2

dx
x lnx = ln lnx

∣∣+∞
2

= +∞，则发散。

因此，收敛域为 (1,+∞).

(4)
� π

0

dx
sinu x

解:
� π

0

dx
sinu x = 2

� 1

0

dt
tu
√
1− t2

，因为

� 1

0

dt√
1− t2

反常可积，所以只需考虑 t → 0+ 处
1

tu
√
1− t2

的

可积性，则只需考虑
1

tu
.

注意到：

� dt
tu

=


ln t+ C, u = 1

t1−u

1− u
+ C, u 6= 1

，因此收敛域为 (−∞, 1).
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(5)
� +∞

0

sin2 x

xα(1 + x)
dx

解: 设
� +∞

0

sin2 x

xα(1 + x)
dx =

� 1

0

sin2 x

xα(1 + x)
dx+

� +∞

1

sin2 x

xα(1 + x)
dx ≜ I1(α) + I2(α).

因为
sin2 x

xα(1 + x)
∼ x2−α，因此，I1(α) 收敛当且仅当 2− α > −1，也即 α < 3.

当 α > 0 时，I2(α) ⩽
� +∞

1

dx
xα(1 + x)

<
1

α
，收敛。当 α ⩽ 0 时，I2(α) ⩾

� +∞

1

sin2 x

x+ 1
dx =

� +∞

1

1− cos 2x
2(x+ 1)

dx. 因为 1

2(x+ 1)
单调递减趋于 0，

� A

1

cos 2xdx 对 A ⩾ 1 有界，所以由 Dirichlet 判别

法知

� +∞

1

cos 2x
2(x+ 1)

dx 收敛，但是
� +∞

1

1

2(x+ 1)
dx = +∞，所以不收敛。

因此，收敛域为 (0, 3).

(6)
� +∞

0

ln
(
1 + x2

)
xα

dx

解: � +∞

0

ln
(
1 + x2

)
xα

dx =

� +∞

1

xα−2 ln x
2 + 1

x2
dx+

� +∞

1

ln
(
1 + x2

)
xα

dx ≜ I1 + I2

因为 ∀k > 0, ln
(
1 + x2

)
= o

(
xk
)
(x→ +∞)，所以 α > 1 时，

ln
(
1 + x2

)
xα

=
o
(
x

α−1
2

)
xα

= o
(
x

1−α
2

)
，

I2 收敛.

当 α ⩽ 1 时，I2 ⩾
� +∞

1

2 lnx
xα

dx ⩾
� +∞

1

2 lnx
x

dx =

� +∞

1

d ln2 x = +∞，I2 发散.

因为 xα−2 ln 1 + x2

x2
∼ xα−4 (x→ +∞)，所以当 α ⩾ 3 时，I1 发散. 当 α < 3 时，I1 收敛.

因此收敛域为 (1, 3).

2 研究下列积分在指定区间上的一致收敛性

(1)
� +∞

−∞

cosux
1 + x2

dx，−∞ < u < +∞.

解: 因为：

sup
u∈R

∣∣∣∣� +∞

A

cosux
1 + x2

dx
∣∣∣∣ = � +∞

A

dx
1 + x2

=
π

2
− arctanA→ 0 (A→ +∞)

所以一致收敛。

(2)
� +∞

0

e−αx sinβxdx，(a) 0 < α0 ⩽ α < +∞；(b) 0 < α < +∞.

解: (a) 注意到，当 α, β 不全为零时有：

�
e−αx sinβxdx =

−α sinβx− β cosβx
α2 + β2

e−αx + C

所以 lim
A→+∞

sup
α⩾α0

∣∣∣∣� +∞

A

e−αx sinβxdx
∣∣∣∣ = lim

A→+∞
sup
α⩾α0

|α sinβA+ β cosβA|
α2 + β2

e−αA ⩽ lim
A→+∞

sup
α⩾α0

e−αA =

lim
A→+∞

e−α0A = 0，因此一致收敛。

解: (b)因为 lim
A→+∞

sup
α>0

∣∣∣∣� +∞

A

e−αx sinβxdx
∣∣∣∣ = lim

A→+∞
sup
α>0

|α sinβA+ β cosβA|
α2 + β2

e−αA，所以，当 β = 0时，

lim
A→+∞

sup
α>0

∣∣∣∣� +∞

A

e−αx sinβxdx
∣∣∣∣ = 0，一致收敛；当 β 6= 0时，sup

α>0

|α sinβA+ β cosβA|
α2 + β2

e−αA ⩾ | cosβA|
β

，

但当 A→ +∞ 时不存在极限，因此不一致收敛。
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(3)
� +∞

0

√
αe−αx

2

dx，α ⩾ 0.

解: 因为
� +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
，所以当 α > 0 时，

� +∞

0

√
αe−αx

2

dx =

√
π

2
；

当 α = 0 时，

� +∞

0

√
αe−αx

2

dx = 0.

因为如果在 [0,+∞) 一致收敛，则

� +∞

0

√
αe−αx

2

dx 是关于 α 的连续函数，但 α = 0 是一个间断

点，所以在 [0,+∞) 不一致连续。

(4)
� +∞

1

ln
(
1 + x2

)
xα

dx，1 < α < +∞

解: 因为 sup
α>1

� +∞

A

ln
(
1 + x2

)
xα

dx =

� +∞

A

ln
(
1 + x2

)
x

dx ⩾ 2 ln lnx
∣∣+∞
A

= +∞，所以不一致收敛.

(5)
� +∞

1

e−αx cosx
xp

dx，α ⩾ 0; p > 0 为常数.

解: 因为
e−αx
xp

对 ∀α ⩾ 0 严格递减，一致趋于 0；又

� A

1

cosxdx 对 A 有界，因此由 Dirichlet 判别法

知，一致收敛.

(6)
� +∞

0

sin
(
x2
)

1 + xp
dx，0 ⩽ p < +∞

解: 因为
� +∞

0

sin
(
x2
)

1 + xp
dx =

� +∞

0

sin t
2
√
t
(
1 + t

p
2

)dt. 因为 � A

0

sin tdt 对 A ⩾ 0 有界，
1

2
√
t
(
1 + t

p
2

) 单调
递减，对于 p ⩾ 0 一致趋于 0，所以由 Dirichlet 判别法知一致收敛.

3 设 f(x, u) 在 a ⩽ x < +∞, α ⩽ u ⩽ β 上连续，又对于 [α, β) 上的每一个 u，积分

� +∞

a

f(x, u)dx 收

敛，而当 u = β 时

� +∞

a

f(x, β)dx 发散，试证积分
� +∞

a

f(x, u)dx 在 [α, β) 上不一致收敛.

证明: 反设在 [α, β) 上一致收敛，因为 [α, β) 上积分一致收敛且 f 连续，所以可以交换无穷积分和极限

的顺序，但是 lim
u→β−

� +∞

a

f(x, u)dx =

� +∞

a

lim
u→β−

f(x, u)dx =

� +∞

a

f(x, β)dx 发散，矛盾!

4 证明：φ(u) =

� +∞

u

ue−uxdx 是 u > 0 上的连续函数，虽然该积分在 u ⩾ 0 上不一致收敛.

证明:

φ(u) =

� +∞

u

ue−uxdx =

� +∞

u2

e−xdx = e−u
2

(u > 0)

所以 φ(u) 是 (0,+∞) 上的连续函数。又因为 φ(0) = 0 6= lim
u→0+

φ(u)，所以在 [0,+∞) 不一致连续。

6 证明 F (α) =

� +∞

0

cosx
1 + (x+ α)2

dx 在 0 ⩽ α < +∞ 是连续可微的函数.

证明: 因为 |F (α)| ⩽
� +∞

0

dx
1 + (x+ α)2

=
π

2
− arctanx < π，所以由 Weierstrass 判别法知：F (α) 在

[0,+∞) 一致收敛.

因为：
d
dα

cosx
1 + (x+ α)2

=
−2(x+ α) cosx
(1 + (x+ α)2)

2 = o
(
x−2

)
(x→ +∞)，所以

� +∞

0

d
dα

cosx
1 + (x+ α)2

dx 收

敛。又
d
dα

cosx
1 + (x+ α)2

连续。
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所以 F (α) 是 [0,+∞) 上的光滑函数。

7 计算下列积分

(1)
� 1

0

xβ − xα

lnx dx，α, β > −1.

解: � 1

0

xβ − xα

lnx dx =

� 1

0

dx
� β

α

xtdt

任取 δ > 0，当 α, β ⩾ δ − 1 时，t ⩾ δ − 1,

� 1

0

xtdx ⩽
� 1

0

xδ−1dx =
1

δ
，因此由 Weierstrass 判别法知一

致收敛，可以交换积分顺序，所以：

� 1

0

xβ − xα

lnx dx =

� 1

0

dx
� β

α

xtdt =
� β

α

dt
� 1

0

xtdx =

� β

α

dt
t+ 1

= ln(β + 1)− ln(α+ 1)

由 δ 的任意性，知： � 1

0

xβ − xα

lnx dx = ln(β + 1)− ln(α+ 1)

(2)
� +∞

0

1− e−ax
xex dx，a > −1.

解: � +∞

0

1− e−ax
xex dx =

� +∞

0

1

xex

(
x

� a

0

e−xtdt
)

dx =

� +∞

0

dx
� a

0

e−x(t+1)dt

任取 δ > 0，当 t ⩾ δ − 1 时：由于

� +∞

0

e−x(t+1)dx ⩽
� +∞

0

e−δxdx =
1

δ
，所以由 Weierstrass 判别法知

一致收敛，因此可以交换积分顺序：

� +∞

0

1− e−ax
xex dx =

� +∞

0

dx
� a

0

e−x(t+1)dt =
� a

0

dt
� +∞

0

e−x(t+1)dx = ln(a+ 1)

由 δ 的任意性，知：

∀a > −1,

� +∞

0

1− e−ax
xex dx = ln(a+ 1)

(3)
� +∞

0

1− e−ax2

x2
dx，a > 0.

解: � +∞

0

1− e−ax2

x2
dx =

� +∞

0

dx
� a

0

e−tx
2

dt

任取 δ > 0，当 a ⩾ δ 时，

� +∞

0

e−tx
2

dx =
1√
t
⩽ 1√

δ
，所以由 Weierstrass 判别法知一致收敛，可以交换

积分顺序。 � +∞

0

1− e−ax2

x2
dx =

� a

0

dt
� +∞

0

e−tx
2

dx =

� a

0

dt√
t
= 2

√
a

由 δ 的任意性，知： � +∞

0

1− e−ax2

x2
dx = 2

√
a
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(4)
� +∞

0

e−αx2 − e−βx2

x
dx，α, β > 0.

解: � +∞

0

e−αx2 − e−βx2

x
dx =

� +∞

0

x

(� β

α

e−x
2tdt

)
dx =

� +∞

0

dx
� β

α

xe−x
2tdt

任取 δ > 0，当 t ⩾ δ 时：

� +∞

0

xe−x
2tdx =

1

2t
⩽ 1

2δ
，因此由 Weierstrass 判别法知一致收敛，可以交换

积分顺序，所以：

� +∞

0

e−αx2 − e−βx2

x
dx =

� +∞

0

dx
� β

α

xe−x
2tdt =

� β

α

dt
� +∞

0

xe−x
2tdx =

lnβ − lnα
2

由于 δ > 0 的任意性：

∀α, β > 0,

� +∞

0

e−αx2 − e−βx2

x
dx =

lnβ − lnα
2

(5)
� +∞

0

arctan ax
x (1 + x2)

dx.

解:
� +∞

0

arctan ax
x (1 + x2)

dx =

� +∞

0

1

x (1 + x2)

(� a

0

x

1 + x2t2
dt
)

dx =

� +∞

0

dx
� a

0

1

(1 + x2) (1 + x2t2)
dt

因为

� +∞

0

1

(1 + x2) (1 + x2t2)
dx < π

2
，所以由 Weierstrass 判别法知一致收敛，可以交换积分顺序。

� +∞

0

arctan ax
x (1 + x2)

dx

=

� +∞

0

dx
� a

0

1

(1 + x2) (1 + x2t2)
dt

=

� a

0

dt
� +∞

0

1

(1 + x2) (1 + x2t2)
dx

=

� a

0

dt
� +∞

0

1

1 + x2t2
d arctanx

=

� a

0

dt
� π

2

0

1

1 + t2 tan2 u
du

=

� a

0

π

2(|t|+ 1)
dt

=


π

2
ln(1 + a), a ⩾ 0

−π
2

ln(1− a), a < 0

(6)
� +∞

0

(
e−( a

x )
2

− e−( b
x )

2)
dx，0 < a < b.

解: � +∞

0

(
e−( a

x )
2

− e−( b
x )

2)
dx =

� +∞

0

dx
� b

a

2t

x2
e−

t2

x2 dt

任取 δ > 0，当 t ⩾ δ时，因为 lim
x→0+

2t

x2
e−

t2

x2 = 0，所以 0不是瑕点，又

� +∞

1

2t

x2
e−

t2

x2 dx <
� +∞

1

2t

x2
dx = 2t，

所以由 Weierstrass 判别法知一致收敛，可以交换积分顺序。
� +∞

0

(
e−( a

x )
2

− e−( b
x )

2)
dx =

� b

a

dt
� +∞

0

2t

x2
e−

t2

x2 dx =

� b

a

dt
� +∞

0

2e−t
2u2

d(tu) =
√
π(b− a)
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由于 δ > 0 的任意性： � +∞

0

(
e−( a

x )
2

− e−( b
x )

2)
dx =

√
π(b− a)

8 利用

� +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
以及

� +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
计算：

(1)
� +∞

−∞

x

σ
√
2π

e− 1
2 (

x−a
σ )

2

dx，σ > 0.

解:
� +∞

−∞

x

σ
√
2π

e− 1
2 (

x−a
σ )

2

dx =

� +∞

−∞

x− a+ a

σ
√
2π

e− 1
2 (

x−a
σ )

2

dx =
σ
√
2√
π

� +∞

−∞
te−t

2

dt+ a√
π

� +∞

−∞
e−t

2

dt = a

(2)
� +∞

−∞

(x− a)2

σ
√
2π

e− 1
2 (

x−a
σ )

2

dx，σ > 0.

解:
� +∞

−∞

(x− a)2

σ
√
2π

e− 1
2 (

x−σ
σ )

2

dx

=

� +∞

−∞

x2

σ
√
2π

e−
x2

2σ2 dx

=
2σ2

√
π

� +∞

−∞
t2e−t

2

dt

=
2σ2

√
π

� +∞

−∞

t

2
e−t

2

dt2

=− 2σ2

√
π

te−t2

2

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

+
σ2

√
π

� +∞

−∞
e−t

2

dt

=σ2

(3)
� +∞

0

sin ax cos bx
x

dx，a > 0, b > 0.

解:
� +∞

0

sin ax cos bx
x

dx

=

� +∞

0

sin(a+ b)x+ sin(a− b)x

2x
dx

=

� +∞

0

sin(a+ b)x

2(a+ b)x
d(a+ b)x+

� +∞

0

sin(a− b)x

2x
dx

=


π

2
, a > b

π

4
, a = b

0, a < b

(4)
� +∞

0

sin2 x

x2
dx.

解:
� +∞

0

sin2 x

x2
dx
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=

� +∞

0

1− cos 2x
2x2

dx

=

� +∞

0

1− cosx
x2

dx

=
cosx− 1

x

∣∣∣∣+∞

0

+

� +∞

0

sinx
x

dx

=
π

2

(5)
� +∞

0

x2ne−x
2

dx，n ∈ N+.

解: 设 In =

� +∞

0

x2ne−x
2

dx, n ∈ N，于是：

In = −
� +∞

0

x2n−1

2
de−x

2

dx = − e−x
2 x2n−1

2

∣∣∣∣+∞

0

+
2n− 1

2

� +∞

0

x2n−2e−2x2

dx =
2n− 1

2
In−1

由 I0 =

� +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
，所以：

� +∞

0

x2ne−x
2

dx =
(2n− 1)!!

2n

√
π

2
=

(2n− 1)!!
√
π

2n+1

(6)
� +∞

0

sin4 x

x2
dx.

解:
sin4 x =

3

8
− cos 2x

2
+

cos 4x
8

� +∞

0

sin4 x

x2
dx

=

� +∞

0

3− 4 cos 2x+ cos 4x
8x2

dx

=

� +∞

0

4− 4 cos 2x
8x2

dx+

� +∞

0

cos 4x− 1

8x2
dx

=

� +∞

0

1− cosx
x2

dx+

� +∞

0

cosx− 1

2x2
dx

=

� +∞

0

1− cosx
2x2

dx

=
π

4

13.5 Euler 积分

定理 13.23: (1) Γ(s)

� +∞

0

ts−1e−tdt = 2

� +∞

0

t2s−1e−t
2

dt；

(2) B(p, q) =

� 1

0

tp−1(1− t)q−1dt =
� +∞

0

tp−1

(1 + t)p+q
dt = 2

� π
2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ

定理 13.24: 余元公式 设 s ∈ (0, 1)，则 Γ(s)Γ(1− s) =
π

sin(πs) .

证明:

Γ(s)Γ(1− s) =
Γ(s)Γ(1− s)

Γ(1)

=B(s, 1− s)

139



第十三章 反常积分和含参变量的积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

=

� +∞

0

x−s

1 + x
dx

=

� 1

0

x−s

1 + x
dx+

� +∞

1

x−s

1 + x
dx

因为 s ∈ (0, 1)，所以在 (0, 1] 反常可积。因为 s > 0，所以
x−s

x+ 1
∼ x−1−s (x → +∞)，所以在 [1,+∞)

反常可积。因为
x−s

x+ 1
=

∞∑
n=0

(−1)nxn−s 在 [0, 1) 内闭一致收敛，所以设 δ ∈ (0, 1)，则：

� 1−δ

0

x−s

x+ 1
dx =

� 1−δ

0

∞∑
n=0

(−1)nxn−sdx =

∞∑
n=0

(−1)n
� 1−δ

0

xn−sdx =

∞∑
n=0

(−1)n
(1− δ)n−s+1

n− s+ 1

因为由 Leibniz 判别法，
∞∑
n=0

(−1)n
xn−s+1

n− s+ 1
在 [0, 1] 一致收敛，所以 (0, 1) 的瑕积分收敛，也即：

� 1

0

x−s

x+ 1
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n− s+ 1
. 代换 x =

1

t
，于是：

� +∞

1

x−s

1 + x
dx =

� 1

0

ts

1 + 1
t

dt
t2

=

� 1

0

ts−1

t+ 1
dt，同理可

知，

� +∞

1

x−s

1 + x
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n+ s
. 于是：

Γ(s)Γ(1− s) =

∞∑
n=0

(−1)n

n− s+ 1
+

∞∑
n=0

(−1)n

n+ s
=

1

s
+

∞∑
n=1

(
(−1)n−1

n− s
+

(−1)n

n+ s

)
=

1

s
+

∞∑
n=1

2s(−1)n

s2 − n2

注意到：∀a /∈ Z, cos(ax) =
sin(aπ)
aπ

+
2a sin(aπ)

π

∞∑
n=1

(−1)n cos(nx)
a2 − n2

，取 x = 0，并代换 x = aπ，得：

1

sinx =
1

x
+

∞∑
n=1

2(−1)nx

x2 − n2π2
，于是：Γ(s)Γ(1− s) =

1

s
+

∞∑
n=1

2s(−1)n

s2 − n2
=

π

sin(sπ) .

定理 13.25: Euler-Gauss 公式

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
, x ∈ (0,+∞)

证明: 因为 e−t = lim
n→∞

(
1− t

n

)n
，所以考虑证明 Γ(x) = lim

n→∞

� n

0

(
1− t

n

)n
tx−1dt. 也即证明：

lim
n→∞

� n

0

(
e−t −

(
1− t

n

)n)
tx−1dt

因此我们需要给出一个关于 e−t −
(
1− t

n

)n
的有关 n 的上界估计。

注意到： lim
t→∞

e−t = 0，所以考虑当 t ∈ [0, n] 时：

ln
(

et
(
1− t

n

)n)
= t+ n ln

(
1− t

n

)
= −

∞∑
k=2

tk

knk
⩾ − t2

2n2
=⇒ e−t −

(
1− t

n

)n
⩽ e−t t

2

2n2

于是 � n

0

(
e−t −

(
1− t

n

)n)
tx−1dt ⩽

� n

0

e−t
2n2

tx+1dx ⩽ Γ(x+ 2)

2n2
→ 0 (n→ ∞)

所以 Γ(x) = lim
n→∞

� n

0

(
1− t

n

)n
tx−1dt，代换 t = ny，于是：

Γ(x) = lim
n→∞

nx
� 1

0

(1− y)nyx−1dy = lim
n→∞

nx

(
(1− y)nyx

x

∣∣∣∣1
0

+
n

x

� 1

0

(1− y)n−1yxdy
)

= · · · = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)

� 1

0

yx+n−1dy = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
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定理 13.26: Stirling 公式 (连续)

Γ(x) =

√
2πx

x

(x
e

)x
e

θ(x)
12x , θ(x) ∈ (0, 1)

证明: 两边取对数， ⇐⇒ lnΓ(x) =
1

2
ln (2π) +

(
x− 1

2

)
lnx − x + θ(x)

12x . 首先由 Euler-Gauss 公式：

lnΓ(x) = lim
n→∞

(
x lnn+

n∑
k=1

ln k −
n∑
k=0

ln(x+ k)

)
。

注意到：

� n

0

[t]− t+ 1
2

t+ x
dt =

n∑
k=1

� 1

0

1
2 − t

k − 1 + x+ t
dt =

n∑
k=1

((
k − 1

2
+ x

)
ln k + x

k − 1 + x

)
− n

=

(
n+ x+

1

2

)
ln(x+ n)−

(
x+

1

2

)
lnx−

n∑
k=1

ln(x+ k)− n，所以：

x lnn+

n∑
k=1

ln k −
n∑
k=0

ln(x+ k)−
� n

0

[t]− t+ 1
2

t+ x
dt

=x lnn+

n∑
k=1

ln k −
(
n+ x+

1

2

)
ln(x+ n) +

(
x+

1

2

)
lnx+ n− lnx

= lnn! + n−
(
n+

1

2

)
lnn−

(
n+ x+

1

2

)
ln
(
1 +

x

n

)
+

(
x− 1

2

)
lnx

由离散 Stirling 公式 n! =
√
2πn

(
n
e
)n e θn

12n , θn ∈ (0, 1) =⇒ lim
n→∞

n!√
n(n

e )
n =

√
2π ⇐⇒

lim
n→∞

(
n∑
k=1

ln k −
(
n+ 1

2

)
lnn+ n

)
= 1

2 ln(2π)，又 lim
n→∞

(
n+ x+ 1

2

)
ln
(
1 + x

n

)
= x，由 Dirichlet 判别法

知含参反常积分存在，所以令 n→ ∞：

lnΓ(x)−
� +∞

0

[t]− t+ 1
2

t+ x
dt = 1

2
ln(2π)− x+

(
x− 1

2

)
lnx

于是，我们下面只需证明 0 <

� +∞

0

[t]− t+ 1
2

t+ x
dt < 1

12x
. 因为：

� +∞

0

[t]− t+ 1
2

t+ x
dt =

∞∑
n=0

� 1

0

1
2 − t

n+ x+ t
dt =

∞∑
n=0

((
n+ x+

1

2

)
ln
(
1 +

1

n+ x

)
− 1

)
要估计该值，注意到： lim

n→∞
1

n+x = 0，所以我们考虑
(
x+ 1

2

)
ln
(
1 + 1

x

)
的放缩。注意到：

x ∈ (−1, 1), ln 1 + x

1− x
=

∞∑
n=1

xn(−1)n−1

n
+

∞∑
n=1

xn

n
= 2

∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1

=⇒
(
x+

1

2

)
ln
(
1 +

1

x

)
=
2x+ 1

2
ln
x+ 1

2 + 1
2

x+ 1
2 − 1

2

=
2x+ 1

2
ln

1 + 1
2x+1

1− 1
2x+1

, x > 0

=(2x+ 1)

∞∑
n=1

1

(2n− 1) (2x+ 1)
2n−1

=

∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2x+ 1)2n−2

因此，
(
x+ 1

2

)
ln
(
1 + 1

x

)
> 0，且：(

x+
1

2

)
ln
(
1 +

1

x

)
< 1 +

1

3

∞∑
n=2

1

(2x+ 1)2n−2
= 1 +

1

3

1
(2x+1)2

1− 1
(2x+1)2

= 1 +
1

12x
− 1

12(x+ 1)
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所以：

0 <

∞∑
n=0

((
n+ x+

1

2

)
ln
(
1 +

1

n+ x

)
− 1

)
<

1

12

∞∑
n=0

(
1

n+ x
− 1

n+ x+ 1

)
=

1

12x

因此，Γ(x) =

√
2πx

x

(x
e

)x
e

θ(x)
12x , θ(x) ∈ (0, 1).

定理 13.27: Gamma 函数平移性质
lim

s→+∞

Γ(s+ a)

Γ(s)sa
= 1

1 证明

(1) Γ(s) = 2

� +∞

0

x2s−1e−x
2

dx，s > 0.

证明:

Γ(s) =

� +∞

0

ts−1e−tdt t=x2

===== 2

� +∞

0

x2s−2e−x
2

xdx = 2

� +∞

0

x2s−1e−x
2

dx

(2) Γ(s) = as
� +∞

0

xs−1e−axdx，a > 0, a > 0.

证明:

Γ(s) =

� +∞

0

ts−1e−tdt t=ax
=====

� +∞

0

(ax)s−1e−axd(ax) = as
� +∞

0

xs−1e−axdx

2 证明：B(p, q) = 2

� π
2

0

sin2p−1 t cos2q−1 tdt，p > 0, q > 0.

证明:

B(p, q) =

� 1

0

xp−1(1− x)q−1dt x=sin2 t
=======

� π
2

0

sin2p−2 t cos2q−2 td
(
sin2 t

)
= 2

� π
2

0

sin2p−1 t cos2q−1 tdt

3 利用 Euler 积分计算

(1)
� 1

0

√
x− x2dx.

解:

� 1

0

√
x− x2dx = 2

� 1
2

0

√
1

4
−
(
1

2
− x

)2

dx
1
2−x=

1
2

√
τ

=========
1

4

� 1

0

√
1− τ√
τ

dτ =
B
(
1
2 ,

3
2

)
4

=
Γ
(
1
2

)
Γ
(
3
2

)
4Γ(2)

=

√
π 1

2

√
π

4
=
π

8

(2)
� a

0

x2
√
a2 − x2dx.

解: 当 a ⩾ 0 时：

� a

0

x2
√
a2 − x2dx x=a

√
t

======
a4

2

� 1

0

√
t
√
1− tdt =

a4B
(
3
2 ,

3
2

)
2

=
a4Γ2

(
3
2

)
2Γ(3)

=
a4π

16

因为 a < 0 时符号相反，所以：

� a

0

x2
√
a2 − x2dx = sgn(a)a

4π

16
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(3)
� π

2

0

sin6 x cos4 xdx.

解:
� π

2

0

sin6 x cos4 xdx =
1

2
B

(
7

2
,
5

2

)
=

Γ
(
7
2

)
Γ
(
5
2

)
2Γ(6)

=
5

2

1

240

9π

16
=

3π

512

(4)
� 1

0

xn−1 (1− xm)
q−1 dx，n,m, q > 0.

解:
� 1

0

xn−1 (1− xm)
q−1 dx xm=t

=====

� 1

0

t
n−1
m (1− t)q−1dt 1

m =
1

m

� 1

0

t
n
m−1(1− t)q−1dt =

B
(
n
m , q

)
m

(5)
� +∞

0

e−at dt√
πt
，a > 0.

解:
� +∞

0

e−at dt√
πt

at=y
=====

1√
aπ

� +∞

0

e−yy− 1
2 dy =

Γ
(
1
2

)
√
aπ

=
1√
a

(6)
� π

2

0

tanα xdx，|α| < 1.

解: � π
2

0

tanα xdx sinx=t
======

� 1

0

tα

(1− t2)
α
2

d arcsin t =
� 1

0

tα
(
1− t2

)−α+1
2 dt =

B
(
α+1
2 , 1−α2

)
2

(7)
� 1

0

√
1

x
ln 1

x
dx

解:
� 1

0

√
1

x
ln 1

x
dx x=e−t2

======

� +∞

0

te t2

2 2te−t
2

dt = 2

� +∞

0

t2e− t2

2 dt
y= t√

2
===== 4

√
2

� +∞

0

y2e−y
2

dy = 2
√
2Γ

(
3

2

)

(8)
� b

a

(
b− x

x− a

)p
dx，0 < p < 1.

解:
� b

a

(
b− x

x− a

)p
dx x=a+(b−a)t

========== (b− a)

� 1

0

t−p(1− t)pdt = (b− a)B (1− p, p+ 1)

=(b− a)
pΓ(1− p)Γ(p)

Γ(2)
=

(b− a)pπ

sin(pπ)

(9) lim
n→∞

� 2

1

(x− 1)2 n

√
2− x

x− 1
dx.

解:

lim
n→∞

� 2

1

(x− 1)2 n

√
2− x

x− 1
dx x=1+t

====== lim
n→∞

� 1

0

t2−
1
n (1− t)

1
n dt = lim

n→∞
B

(
3− 1

n
, 1 +

1

n

)
= lim
n→∞

(2n− 1)(n− 1)Γ
(
1− 1

n

)
Γ
(
1
n

)
n3Γ(4)

= lim
n→∞

(2n− 1)(n− 1)π

6n3 sin π
n

=
1

3
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(10) lim
n→∞

� +∞

0

1

1 + xn
dx.

解: 由 Weierstrass 判别法知积分在 n ∈ (1,+∞) 内闭一致收敛。

lim
n→∞

� +∞

0

1

1 + xn
dx xn=t

===== lim
n→∞

1

n

� +∞

0

t
1
n−1

1 + t
dt

1
t+1=y

====== lim
n→∞

1

n

� 1

0

y−
1
n (1− y)

1
n−1dy

= lim
n→∞

B
(
1− 1

n ,
1
n

)
n

= lim
n→∞

Γ
(
1− 1

n

)
Γ
(
1
n

)
n

= lim
n→∞

π

n sin π
n

= 1

4 计算极限： lim
α→+∞

√
α

� 1

0

x
3
2

(
1− x5

)α dx

解: 当 α > 0 时，由 Stirling 公式：

lim
α→+∞

√
α

� 1

0

x
3
2

(
1− x5

)α dx = lim
α→+∞

√
αB

(
1
2 , α+ 1

)
5

= lim
α→+∞

√
παΓ (α+ 1)

5Γ
(
α+ 3

2

)
= lim
α→+∞

√
πα

5

√
2π(α)

(α
e

)α
e θ

12α

√
2π(α+ 1

2 )

(
α+ 1

2

e

)α+ 1
2

e
ξ

12α+6

= lim
α→+∞

√
eπ
5

(
1− 1

2α+ 1

)α+ 1
2

e θ
12α− ξ

12α+6

= lim
α→+∞

√
eπ
5

e− 1
2 e θ

12α− ξ
12α+6

=

√
π

5

5 设 a > 0，试求由曲线 xn + yn = an 和两坐标轴所围成的平面图形在第一象限的面积.

解:

S =

� a

0

(an − xn)
1
n dx x=at

===== a2
� 1

0

(1− tn)
1
n dt =

a2B
(
1
n ,

1
n + 1

)
n

6 设 0 < α < 1，证明：

(1) 对于 x > 0 有 xα−αx+α− 1 ⩽ 0. 并由此推出下列不等式：aαb1−α ⩽ αa+(1−α)b，a > 0, b > 0.

证明: 设 f(x) = xα−αx+α−1，f ′′(x) = α(α−1)xα−2 < 0, x > 0，又因为 f ′(x) = αxα−1−α, f(1) = 0，

所以 f(x) 在 x = 1 处与 x 轴相切，且在 (0,+∞) 上严格凹，因此 f(x) ⩽ 0，也即 xα − αx+ α− 1 ⩽ 0，

当且仅当 x = 1 时取等。(a
b

)α
− α

a

b
+ α− 1 ⩽ 0 ⇐⇒ aαb1−α ⩽ αa+ (1− α)b, 当且仅当 a = b 时取等

(2) 设 xi ⩾ 0, yi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n，则有 Holder 不等式：

n∑
i=1

xiyi ⩽
(

n∑
i=1

x
1
α
i

)α( n∑
i=1

y
1

1−α

i

)1−α

证明: 不妨仅考虑 xi 不全为零且 yi 不全为零的情况。

n∑
i=1

xiyi ⩽
(

n∑
i=1

x
1
α
i

)α( n∑
i=1

y
1

1−α

i

)1−α

⇐⇒
n∑
j=1

 x
1
α
j

n∑
i=1

x
1
α
i


α y

1
1−α

j
n∑
i=1

y
1

1−α

i


1−α

⩽ 1
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由于 aαb1−α ⩽ αa+ (1− α)b，所以：

n∑
j=1

 x
1
α
j

n∑
i=1

x
1
α
i


α y

1
1−α

j
n∑
i=1

y
1

1−α

i


1−α

⩽
n∑
j=1

 αx
1
α
j

n∑
i=1

x
1
α
i

+
(1− α)y

1
1−α

j
n∑
i=1

y
1

1−α

i

 = α+ (1− α) = 1

因此原不等式得证.

(3) 设 f ⩾ 0, g ⩾ 0，且连续，利用 Holder 不等式，通过 Riemann 和取极限的方式证明积分形式的
Holder 不等式： � b

a

f(x)g(x)dx ⩽
(� b

a

f
1
α (x)dx

)α(� b

a

g
1

1−α (x)dx
)1−α

(1)

� ∞

a

f(x)g(x)dx ⩽
(� ∞

a

f
1
α (x)dx

)α(� ∞

a

g
1
1α (x)dx

)1−α

(2)

这里均假设所涉及的反常积分是收敛的.

证明: (1) 我们只需考虑 f(x), g(x) 都不恒为 0 的情况，由于连续，所以这种情况下积分非零。只需证：

� b

a

(
f

1
α (x)� b

a
f

1
α (x)dx

)α(
g

1
1−α (x)

� b
a
g

1
1−α (x)dx

)1−α

dx ⩽ 1

设 F (x) =
f

1
α (x)� b

a
f

1
α (x)dx

,G(x) =
g

1
1−α (x)

� b
a
g

1
1−α (x)dx

，于是 F (x), G(x)连续、可积、非负，且

� b

a

F (x)dx =

� b

a

G(x)dx = 1. 只需证：
� b

a

Fα(x)G1−α(x)dx ⩽ 1 即可。任取 [a, b] 的分割 T : a = x0 < x1 < · · · <

xn = b，于是：

∀k = 1, 2, · · · , n, ∀ξk ∈ [xk−1, xk], F
α(ξk)G

1−α(ξk) ⩽ αF (ξk) + (1− α)G(ξk)

于是
n∑
k=1

Fα(ξk)G
1−α(ξk)∆xk ⩽ α

n∑
k=1

F (ξk)∆xk + (1− α)

n∑
k=1

G(ξk)∆xk

因为 F (x), G(x), Fα(x), G1−α(x) 可积，所以令 ‖T‖ → 0+，即得：

� b

a

Fα(x)G1−α(x)dx ⩽ α

� b

a

F (x)dx+ (1− α)

� b

a

G(x)dx = 1

于是原不等式证毕.

证明: (2) 设 F (x) =
f

1
α (x)�∞

a
f

1
α (x)dx

,G(x) =
g

1
1−α (x)

�∞
a
g

1
1−α (x)dx

，于是 F (x), G(x) 连续、可积、非负，由 (1)

知，在任意闭区间 [a, b]，有：

� b

a

Fα(x)G1−α(x)dx ⩽ α

� b

a

F (x)dx+ (1− α)

� b

a

G(x)dx

令 b→ ∞，则：
� ∞

a

Fα(x)G1−α(x)dx ⩽ α

� ∞

a

F (x)dx+ (1− α)

� ∞

a

G(x)dx = 1

于是： � ∞

a

f(x)g(x)dx ⩽
(� ∞

a

f
1
α (x)dx

)α(� ∞

a

g
1
1α (x)dx

)1−α
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(4) 证明 lnΓ(x) 是凸函数.

证明: 因为 Γ(x) > 0, x > 0，
d2

dx2 lnΓ(x) =
Γ′′(x)Γ(x)− Γ′2(x)

Γ2(x)
，所以只需证：Γ′′(x)Γ(x)− Γ′2(x) ⩾ 0.

⇐⇒

√� +∞

0

tx−1e−t ln2 tdt

√� +∞

0

tx−1e−tdt ⩾
∣∣∣∣� +∞

0

tx−1e−t ln tdt
∣∣∣∣

取 f(y) = y
x−1
2 e− y

2 | ln y|, g(y) = y
x−1
2 e− y

2，于是 f, g 对于 x > 0，在 (0,+∞) 可积。取 α = 2，由 Holder
不等式：√� +∞

0

tx−1e−t ln2 tdt

√� +∞

0

tx−1e−tdt ⩾
� +∞

0

tx−1e−t| ln t|dt ⩾
∣∣∣∣� +∞

0

tx−1e−t ln tdt
∣∣∣∣

因此 lnΓ(x) 是凸函数.

第 13 章综合习题
1 设函数 f(x) ⩾ 0 并在 [a,+∞) 的任何有限子区间上可积，数列 {an}∞ 单调递增并且 a0 = a, an →

+∞ (n→ ∞). 证明：积分
� +∞

0

f(x)dx 收敛于 l 当且仅当级数
∞∑
n=1

� an

an−1

f(x)dx 收敛于 l.

解: 对于任意的满足 a0 = a, lim
n→∞

an = +∞ 的单调递增数列 {an}∞，因为 f(x) ⩾ 0，所以：

∀A > a, ∃N ∈ N+, aN ⩽ A ⩽ aN+1

=⇒
N∑
k=1

� ak

ak−1

f(x)dx =

� aN

a

f(x)dx ⩽
� A

a

f(x)dx ⩽
� aN+1

a

f(x)dx =

N+1∑
k=1

� ak

ak−1

f(x)dx ⩽ l

因此，当

� +∞

0

f(x)dx = l时，由夹逼定理知 lim
N→∞

N∑
k=1

� ak

ak−1

f(x)dx = l；当 lim
N→∞

N∑
k=1

� ak

ak−1

f(x)dx = l

时，由夹逼定理知：

� +∞

0

f(x)dx = l.

2 证明：积分

� +∞

0

xdx
1 + x6 sin2 x

收敛，但是被积函数 f(x) =
x

1 + x6 sin2 x
在 [0,+∞) 上非负、连续、

无界，不收敛到 0.

证明: 因为 ∀n ∈ N, lim
x→nπ

f(x) = nπ，因此非负、无界、连续。取数列 {an}∞ : an =
2n− 1

2
π, n ∈ N+, a0 =

0，于是 {an} 满足 a0 = 0, lim
n→∞

an = +∞，单增。因为 x ∈ (0, π2 ) 时，
2

π
x < sinx < x，所以，当 n ∈ N+

时：

� an+1

an

xdx
1 + x6 sin2 x

=

� 2n+1
2 π

2b−1
2 π

xdx
1 + x6 sin2 x

=

� π
2

0

(
nπ − x

1 + (nπ − x)6 sin2 x
+

nπ + x

1 + (nπ + x)6 sin2 x

)
dx

<π2

� π
2

−π
2

nπ + x

π2 + 4(nπ + x)6x2
dx

<16

� π
2

−π
2

nπ + x

16 + (2n− 1)6π4x2
dx

=

(
4n

(2n− 1)3π
arctan (2n− 1)3π2x

4
+

8

(2n− 1)6π4
ln
(
x2 +

16

(2n− 1)6π4

))∣∣∣∣π2
−π

2
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=
8n

(2n− 1)3π
arctan (2n− 1)3π3

8

N∑
n=0

� an+1

an

xdx
1 + x6 sin2 x

<
π2

8
+

8

π

N∑
n=1

n arctan (2n−1)3π3

8

(2n− 1)3
<
π2

8
+

∞∑
n=1

4n

(2n− 1)3

由 Weierstrass 判别法以及上题结论，积分收敛.

3 设 φ(x) 有二阶导数，ψ(s) 有一阶导数，证明：u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1

2a

� x+at

x−at
ψ(s)ds 满

足弦振动方程
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
.

证明:

∂2u

∂t2
=
∂

∂t

(
aφ′(x+ at)− aφ′(x− at)

2
+
ψ(x+ at) + ψ(x− at)

2

)
=
a2

2
(φ′′(x+ at) + φ′′(x− at)) +

a

2
(ψ′(x+ at)− ψ′(x− at))

∂2u

∂x2
=
∂

∂x

(
φ′(x+ at) + φ′(x− at)

2
+
ψ(x+ at)− ψ(x− at)

2a

)
=
φ′′(x+ at) + φ′′(x− at)

2
+
ψ′(x+ at)− ψ′(x− at)

2a

因此
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
.

4 证明：n 阶 Bessel 函数 Jn(x) =
1

π

� −π

0

cos(nφ − x sinφ)dφ 满足 Bessel 方程 x2J ′′
n(x) + xJ ′

n(x) +(
x2 − n2

)
Jn(x) = 0.

证明:

J ′
n(x) =

1

π

� −π

0

sin(nφ− x sinφ) sinφdφ, J ′′
n(x) = − 1

π

� −π

0

cos(nφ− x sinφ) sin2 φdφ

因为：

n2
� −π

0

cos(nφ− x sinφ)dφ

=n

� −π

0

cos(nφ− x sinφ)d(nφ− x sinφ+ x sinφ)

=n

� −π

0

cos(nφ− x sinφ)d(nφ− x sinφ) + n

� −π

0

cos(nφ− x sinφ)d(x sinφ)

=n sin(nφ− x sinφ)
∣∣∣∣−π
0

+ nx

� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cosφdφ

=x

� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cosφd(nφ− x sinφ+ x sinφ)

=x

� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cosφd(nφ− x sinφ) + x2
� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cos2 φdφ

=x

� −π

0

cosφd sin(nφ− x sinφ) + x2
� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cos2 φdφ

=x cosφ sin(nφ− x sinφ)
∣∣∣∣−π
0

+ x

� −π

0

sinφ sin(nφ− x sinφ)dφ+ x2
� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cos2 φdφ

=x

� −π

0

sinφ sin(nφ− x sinφ)dφ+ x2
� −π

0

cos(nφ− x sinφ) cos2 φdφ

147



第十三章 反常积分和含参变量的积分 数学分析 B2 笔记 John 吴

所以：

π
(
x2J ′′

n(x) + xJ ′
n(x) +

(
x2 − n2

)
Jn(x)

)
=

� −π

0

(
x2 cos(nφ− x sinφ) cos2 φ+ x sin(nφ− x sinφ) sinφ− n2 cos(nφ− x sinφ)

)
dφ

=0

5 证明：对于任意实数 u，有：
1

2π

� 2π

0

eu cos x cos (u sinx) dx = 1.

证明: 因为 u = 0 时积分为 1，所以只需证明
d
duI(u) = 0. 当 u 6= 0 时：

d
du

1

2π

� 2π

0

eu cos x cos (u sinx) dx

=
1

2π

� 2π

0

eu cos x cos (x+ u sinx) dx

=
1

2π

� 2π

0

eu cos x cos(u sinx) cos(x)dx− 1

2π

� 2π

0

eu cos x sin(u sinx) sin(x)dx

=
1

2π

� 2π

0

1

u
eu cos xd sin(u sinx)− 1

2π

� 2π

0

eu cos x sin(u sinx) sin(x)dx

=
1

2π

eu cos x

u
sin(u sinx)

∣∣∣∣2π
0

+
1

2π

� 2π

0

sin(u sinx)eu cos x sinxdx− 1

2π

� 2π

0

eu cos x sin(u sinx) sin(x)dx

=0

当 u = 0 时，同样，I ′(0) = 0. 因此 I(u) = 1.

证明: 注意到：I(0) = 1, I ′(u) =
1

2π

� 2π

0

eu cos x cos(x+ u sinx)dx，设

 y(x) = u cosx

z(x) = u sinx
，于是：

I ′(u) =
1

2π

� 2π

0

eu cos x (cosx cos(u sinx)− sinx sin(u sinx)) dx

=

6 证明：积分

� +∞

0

sin 3x

x+ u
e−uxdx 关于 u 在 [0,+∞) 上一致收敛.

证明: 因为

∣∣∣∣∣
� A

1

sin 3xdx
∣∣∣∣∣ < 2

3
，0 < dfrace−uxx+ u ⩽ 1

x
，单调递减一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法，

� +∞

1

sin 3x

x+ u
e−uxdx 一致收敛.

因为 lim
x→0+

sin 3x

x+ u
=

 0, u > 0

3, u = 0
，所以 x = 0 不是瑕点，因此

� 1

0

sin 3x

x+ u
e−uxdx 一致收敛。

综上，积分

� +∞

0

sin 3x

x+ u
e−uxdx 关于 u 在 [0,+∞) 上一致收敛.

7 证明：积分

� +∞

0

x cosux
x2 + a2

dx，a > 0 关于 u 在 [δ,+∞) (δ > 0) 上一致收敛，但在 [0,+∞) 上不一致

收敛.

证明: 当 u ⩾ δ 时，

∣∣∣∣∣
� A

0

cosuxdx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2

u
⩽ 1

δ
，

x

x2 + a2
单调递减一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法知一致

收敛.
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反设在 (0,+∞) 上一致收敛，那么设

� +∞

0

x cosux
x2 + a2

dx⇒ S(u), u > 0，则 S(x) 在 (0,+∞) 连续。由

Cauchy 收敛准则：

∀ε > 0, ∃X > 0, ∀B > A > X,

∣∣∣∣∣
� B

A

x cosux
x2 + a2

dx
∣∣∣∣∣ < ε

因为
x cosux
x2 + a2

连续，所以：

lim
u→0+

∣∣∣∣∣
� B

A

x cosux
x2 + a2

dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
� B

A

x

x2 + a2
dx
∣∣∣∣∣ < ε < ε

因此：

� +∞

0

x

x2 + a2
dx收敛，但是因为 x

x2 + a2
∼ 1

x
(x→ +∞)，矛盾！所以在 (0,+∞)不一致收敛.

8 证明：积分

� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx，a > 0 关于 u 在 (0,+∞) 上不一致收敛。

证明: 反设
� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx 在 u ∈ (0,+∞) 一致收敛，由于

� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx 在 u = 0 时收敛，那么

在 [0,+∞) 一致收敛。因为
x sinux
x2 + a2

连续，所以

� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx 在 [0,+∞) 连续。但是由 Laplace 积

分知：当 u > 0 时，

� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx =
π

2
e−au，则 lim

u→0+

� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx 6= 0 =

� +∞

0

x sinux
x2 + a2

dx
∣∣∣∣
u=0

，

矛盾！所以不一致连续.

9 设

� +∞

−∞
|f(x)|dx 收敛，证明：函数 φ(u) =

� +∞

−∞
f(x) cosuxdx 在 (−∞,+∞) 上一致连续.

证明: 由 Weierstrass 判别法，因为
∣∣∣∣∣
� B

A

f(x) cosuxdx
∣∣∣∣∣ ⩽

� +∞

−∞
|f(x)|dx，所以 φ(u) 对 u ∈ R 一致收

敛。因此：

φ(u)− φ(u0) =

� +∞

−∞
f(x) (cosux− cosu0x) dx = 2

� +∞

−∞
f(x) sin u+ u0

2
x sin u0 − u

2
xdx

因为

� +∞

−∞
|f(x)|dx 收敛，所以由 Weierstrass 判别法知，φ(u)−φ(u0) 对于 ∀u, u0 ∈ R 一致收敛。因此：

∀ε > 0, ∃M > 0, ∀A > M, ∀u, u0 ∈ R：∣∣∣∣∣
� −A

−∞
f(x) sin u+ u0

2
x sin u0 − u

2
xdx

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣� +∞

A

f(x) sin u+ u0
2

x sin u0 − u

2
xdx

∣∣∣∣ < ε

此时，任取 K >

� A

−A
|f(x)|dx ⩾ 0，对于 ∀u0 ∈ R，当 |u−u0| <

2ε

KA
时，因为 max

x∈[−A,A]

∣∣∣∣sin u− u0
2

x

∣∣∣∣ < ε

K
，

所以： ∣∣∣∣∣
� A

−A
f(x) sin u+ u0

2
x sin u0 − u

2
xdx

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

K

∣∣∣∣∣
� A

−A
f(x) sin u+ u0

2
xdx

∣∣∣∣∣ < ε

因此：

|φ(u)− φ(u0)| ⩽
∣∣∣∣∣
� −A

−∞
f(x) sin u+ u0

2
x sin u0 − u

2
xdx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣� +∞

A

f(x) sin u+ u0
2

x sin u0 − u

2
xdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
� A

−A
f(x) sin u+ u0

2
x sin u0 − u

2
xdx

∣∣∣∣∣ < 3ε

所以 φ(u) 在 R 一致连续.
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10 证明：函数 f(x) =

� +∞

0

e−t
| sin t|x dt 在 [0, 1) 上连续.

证明: 我们只需证明其在 [0, 1) 内闭一致连续。任取 δ ∈ (0, 1)，考虑 x ∈ [0, δ]. 易知 e−t
| sin t|x ⩾ 0，考

虑 {an}∞ : an = nπ, n ∈ N. 因为 1

| sin t|x ⩽ 1

| sin t|δ ∼ 1

|t|δ
(t → 0)，所以

� π

0

1

| sin t|x dt 收敛。设
� π

0

1

| sin t|x dt = M > 0，由积分第一中值公式：

� an

an−1

e−t
| sin t|x dx < Me−an = Me−nπ，又

∞∑
n=1

Me−nπ =

M

eπ − 1
，所以由第 1 题结论知积分在 [0, δ] 一致收敛，即在 [0, 1) 内闭一致收敛，所以在 [0, 1) 连续.

11 证明：

� 1

0

lnΓ(x)dx = ln
√
2π.

证明: 由余元公式：
� 1

0

lnΓ(x)dx =

� 1
2

0

ln (Γ(x)Γ(1− x)) dx

=

� 1
2

0

ln π

sinxπdx

=
lnπ
2

−
� 1

2

0

ln sinxπdx

=
lnπ
2

− 1

π

� π
2

0

ln sinxdx

因为：

� π
2

0

ln sinxdx =
1

2

� π
2

0

(ln sin 2x− ln 2) dx =
1

4

� π

0

ln sinxdx− π

4
ln 2 =

1

2

� π
2

0

ln sinxdx− π

4
ln 2，

所以：

� π
2

0

ln sinxdx = −π
2

ln 2，因此：

� 1

0

lnΓ(x)dx =
lnπ
2

+
ln 2

2
= ln

√
2π

12 证明：

� 1

0

sin(πx) lnΓ(x)dx =
1

π

(
ln π

2
+ 1
)
.

证明: 由余元公式：
� 1

0

sin(πx) lnΓ(x)dx =

� 1
2

0

sin(πx) ln (Γ(x)Γ(1− x)) dx

=
1

π

� π
2

0

sinx ln π

sinxdx

=
1

π

� π
2

0

sinx (lnπ − ln sinx) dx

=
lnπ
π

− 1

π

� π
2

0

sinx ln sinxdx

=
lnπ
π

− 1

π

� π
2

0

ln sinxd(1− cosx)

=
lnπ
π

− ln sinx(1− cosx)
π

∣∣∣∣π2
0

+
1

π

� π
2

0

cosx− cos2 x
sinx dx

=
lnπ
π

+
1

π

� π
2

0

cotxdx− 1

π

� π
2

0

cscxdx+
1

π

� π
2

0

sinxdx

=
lnπ + 1

π
− 1

π

� π
2

0

1− cosx
sinx dx
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=
lnπ + 1

π
− 1

π

� π
2

0

tan x
2
dx

=
lnπ + 1

π
− 2

π

� π
4

0

tanxdx

=
1

π

(
ln π

2
+ 1
)

13 证明：

� π

0

dx√
3− cosx

=
1

4
√
π
Γ2

(
1

4

)
.

证明: 由余元公式：
� π

0

dx√
3− cosx

=
1√
2

� π

0

dx√
1 + sin2 x

2

t=sin x
2======

√
2

� 1

0

dt√
1 + t2

√
1− t2

=
√
2

� 1

0

dt√
1− t4

t= 4
√
y

=====
1

2
√
2

� 1

0

y−
3
4 (1− y)−

1
2 dy =

B
(
1
4 ,

1
2

)
2
√
2

=

√
πΓ
(
1
4

)
2
√
2Γ
(
3
4

) =

√
πΓ2

(
1
4

)
sin π

4

2
√
2π

=
1

4
√
π
Γ2

(
1

4

)

14 设 φ(t) 是 (0,+∞) 上正严格递减的连续函数，且 lim
t→0+

φ(t) = +∞,

� +∞

0

φ(t)dt = 1，设 ψ(t) 是

φ(t) 的反函数，求证：存在 p ∈ (0, 1) 使得

� p

0

φ(t)dt+
� p

0

ψ(t)dt = 1 + p2.

证明: 易知 ψ(x) 单减恒正， lim
t→0+

ψ(t) = +∞. 即证明：∃p ∈ (0, 1),

� p

φ(p)

φ(t)dt+ pψ(p) = p2.

因为 φ(1) < 1，否则

� +∞

0

φ(t)dt >
� 1

0

φ(t)dt > 1，矛盾！所以 ψ(1) < 1. 因为 lim
t→0+

φ(t) = +∞，

所以由中值定理知：存在唯一的 p ∈ (0, 1) : φ(p) = p = ψ(p)，此 p 即满足上式.
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14.1 测试 1
1 求 f(x, y) = x2ey + arctan y

x
的一阶偏导数. (18 分)

解:
∂f

∂x
= 2xey − y

x2 + y2
,
∂f

∂y
= x2ey +

x

x2 + y2

2 设隐函数 y = y(x), z = z(x) 满足

 x2 + y2 − z = 0

x2 + y2 + 3z2 = 10
，求

dy
dx,

dz
dx . (18 分)

解: 取微分得: 
(
2x+ 2y

dy
dx − dz

dx

)
dx = 0(

2x+ 2y
dy
dx + 6z

dz
dx

)
dx = 0

⇐⇒


2x+ 2y

dy
dx − dz

dx = 0

2x+ 2y
dy
dx + 6z

dz
dx = 0

⇐⇒

(
2y −1

2y 6z

)(
dy
dz

)
=

(
−2xdx
−2xdx

)

=⇒

(
dy
dz

)
=


3z

6yz + y

1

12yz + 2y
−y

6yz + y

y

6yz + y

(−2xdx
−2xdx

)
=

−x
y

dx

0

 , z 6= −1

6

3 设 f(x, y) = x2 + y2 − 12x+ 16y + 25，求 f 在 D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 25} 上的最大值和最小值. (18
分)

解:
∂f

∂x
= 2x− 12,

∂f

∂y
= 2y + 16

驻点方程

 2x− 12 = 0

2y + 16 = 0
解得唯一驻点 P0(6,−8) /∈ D。又因为 f 是闭区域 D 上的连续函数，因

此可以取到最大值和最小值，又由于内部无驻点，则在 ∂D 取最值。由 Lagrange 乘数法:
2x− 12 = 2λx

2y + 16 = 2λy

x2 + y2 = 25

=⇒

 x = −3

y = 4
,

 x = 3

y = −4

因为在闭集 ∂D 上连续函数 f(x, y) 可以取到最大、最小值，且 f(−3, 4) = 150, f(3,−4) = −50，因

此最大值为 150，最小值 −50.
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4 (18 分) 已知函数 f(x, y) 在 P0(1, 1) 附近有二阶连续的偏导数，且满足

lim
(x,y)→(1,1)

f(x, y)− x2 + 2xy + 3y − 2

(x− 1)2 + (y − 1)2
= 0

(1) 求 f(1, 1), df |(1,1).
(2) 求 f 在 P0(1, 1) 附近的二阶 Taylor 展开式.

解: (1) 设 x = 1 + h, y = 1 + k, ρ =
√
h2 + k2，则：f(1 + h, 1 + k) = −2− 5k + h2 − 2hk + o(ρ2)

f(1, 1) = lim
(h,k)→(0,0)

(−2− 5k + h2 − 2hk + o(ρ2)) = −2

df |(1,1) = −5dk = −5dy

解: (2) 由一阶微分形式不变性：

df |(1,1) = −5dy ⇐⇒ ∂f

∂x

∣∣∣∣
P0

= 0,
∂f

∂y

∣∣∣∣
P0

= −5

=⇒ f(1 + h, 1 + k) = −2− 5k + h2 − 2hk + o(ρ2)

对 h, k 分别求导得：

f ′x(1 + h, 1 + k) = 2h− 2k + o(ρ), f ′y(1 + h, 1 + k) = −5− 2h+ o(ρ)

对 h, k 求导得：

f ′′xy(1 + h, 1 + k) = −2 + o(1), f ′′xx(1 + h, 1 + k) = 2 + o(1), f ′′yy(1 + h, 1 + k) = o(1), (h, k) → 0

由连续性：f ′′xx(1, 1) = 2, f ′′yy(1, 1) = 0, f ′′xy(1, 1) = f ′′yx(1, 1) = −2

则 Taylor 展开式：f(x, y) = −2− 5(y − 1) + (x− 1)2 − 2(x− 1)(y − 1) + o(ρ2)

5 设 f ∈ C2(R2)，且在 P0(x0, y0) 附近满足 f(x0 + h, y0 + k) = a0 + a1h + a2k + a11h
2 + 2a12hk +

a22k
2 + o(h2 + k2)，求 a0, a1, a2, a11, a12, a22. (18 分)

解: 令 h = k = 0，得：a0 = f(P0)

令 k = 0：f(x0 + h, y0) = f(x0, y0) + a1h+ a11h
2 + o(h2)，对 h 求导得：

f ′x(x0 + h, y0) = a1 + 2a11h+ o(h), f ′′xx = 2a11 + o(1)

=⇒ f ′x(P0) = a1, f
′′
xx(P0) = 2a11

同理：

f ′y(P0) = a2, f
′′
yy(P0) = 2a22

先对 h 求导，再对 k 求导得：

f ′x(x0 + h, y0 + k) = a1 + 2a11 + 2a12k + o(ρ), f ′′xy(x0 + h, y0 + k) = 2a12 + o(1), (h, k) → (0, 0)

则 a0 = f(P0), a1 = f ′x(P0), a2 = f ′y(P0), a11 = f ′′xxP0, a12 = f ′′xy(P0), a22 = f ′′yy(P0)
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6 设 f ∈ C1(R2)，且 P 6= (0, 0) 时，∇f(P ) 6= 0. 若 f 满足 y
∂f

∂x
(x, y) − x

∂f

∂y
(x, y) = 0, ∀(x, y)，求 f

的任意等值线方程. (10 分)

解:
y
∂f

∂x
(x, y)− x

∂f

∂y
(x, y) = 0, ∀(x, y) =⇒ (y,−x)·∇f = 0

对于 f 的任意等值线 f(x, y) = C，求微分得：

0 = df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = ∇f·(dx, dy)

因此 (dx, dy) 与 (y,−x) 共线，即 xdx+ ydy = 0 ⇐⇒ d(x2 + y2) = 0

则等值线方程：x2 + y2 = D,D ⩾ 0

14.2 测试 2
1 设 D = { (u, v)|u ⩾ 0, v ⩾ 0}，求：

�
D

e−u
2−v2−2uv cosαdudv, α ∈ [0, π].

解: 注意到：u2 + v2 + 2uv cosα = (u+ v cosα)2 + (v |sinα|)2，不妨设 sinα ≥ 0, α ∈ [0, π].

设变换

 x = u+ v cosα

y = v sinα
,
∣∣∣∂(u,v)∂(x,y)

∣∣∣ = 1
| sinα| =

1
sinα , (x, y) ∈ { (x, y)| y ⩾ 0, x ⩾ y cotα}，由于结论

� +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
，所以：

�
D

e−u
2−v2−2uv cosαdudv =

� +∞

0

dy
� +∞

y cotα
e−x

2−y2 1

sinαdx

设变换

 x = r cos θ

y = r sin θ
,
∣∣∣∂(x,y)∂(r,θ)

∣∣∣ = r, r ⩾ 0，由 α ∈ (0, π), r cos θ ⩾ r sin θ cotα = r sin θ cosα
sinα , y ⩾ 0

得 sin(α− θ) ⩾ 0, sin θ ⩾ 0，因此取 θ ∈ [0, α].

� +∞

0

dy
� +∞

y cotα
e−x

2−y2 1

sinαdx

=

� α

0

dθ
� +∞

0

e−r
2 1

sinαrdr

=
α

2 sinα

因此

�
D

e−u
2−v2−2uv cosαdudv =

α

2
√
1− cos2 α

2 设 S = { (x, y, z)|x+ y + z = 1, x, y, z ⩾ 0}，求
�
S

xyzdS.

解: r = (x, y, 1− x− y),
∣∣∣∂r∂x × ∂r

∂y

∣∣∣ = √
3，因此：

�
S

xyzdS =

� 1

0

dy
� 1−y

0

xy(1− x− y)
√
3dx

=

� 1

0

√
3

6
(1− y)

3
ydy

=

√
3

120
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3 设 f ∈ C1
(
R2
)
，且 |∇f |2 =

(
∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
≡ 1

(1) 求证：∀P,Q ∈ R2, |f (P )− f (Q)| ⩽ |PQ|.

证明:

|f (P )− f (Q)|

=

∣∣∣∣∣
� P

Q

∇f·
−−→
QP

|QP |
ds
∣∣∣∣∣

⩽
∣∣∣∣∣
� P

Q

|∇f |

∣∣∣∣∣
−−→
QP

|QP |

∣∣∣∣∣ ds
∣∣∣∣∣

= |PQ|

由于 f ∈ C1
(
R2
)
，所以取等当且仅当 ∀X ∈ PQ,∇f(X) ‖

−−→
PQ

(2) 设光滑曲线 r(t) = x(t)i+ y(t)j, t ∈ [a, b] 满足
dr
dt = ∇f |r(t)，求证：r(t) 为直线段.

证明: ∀a ⩽ α ⩽ β ⩽ b，由于 |r(t)| ≡ 1：

|f(r(β))− f(r(α))| = β − α ⩾ |r(β)− r(α)|

又由 (1) 知道 |f(r(β))− f(r(α))| = β − α ⩽ |r(β) − r(α)|，因此 |f(r(β))− f(r(α))| = β − α =

|r(β)− r(α)|，取等时在 [α, β] 上 r(t) 是直线段，因此 r(t) 在 [α, β] 上是直线段.

14.3 测试 3

1 求积分

� π
6

0

dy
� π

6

0

cosx
x

dx.

解:
� π

6

0

dy
� π

6

0

cosx
x

dx

=

� π
6

0

cosx
x

dx
� x

0

dy

=

� π
6

0

cosxdx

=
1

2

2 求曲面
(
x2 + y2 + z2

)2
= 2xy, x, y ⩾ 0 的面积.

解: 设变换


x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

, r ⩾ 0, φ ∈ [0, π2 ], θ ∈ [0, π]. 由
(
x2 + y2 + z2

)2
= 2xy 解得 r =

sin θ
√

sin 2φ，于是 r = sin2 θ
√

sin 2φ cosφi+ sin2 θ
√

sin 2φ sinφj, sin θ cos θ
√

sin 2φ
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∣∣∣∣∂r∂θ × ∂r

∂φ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (sin 2θ
√

sin 2φ cosφi+ sin 2θ
√

sin 2φ sinφj + cos 2θ
√

sin 2φk
)

×
(

sin2 θ cos 3φ√
sin 2φ

i+
sin2 θ sin 3φ√

sin 2φ
j + sin θ cos θ cos 2φ√

sin 2φ
k

) ∣∣∣∣
=
∣∣sin2 θ sinφ(2 sin2 θ cosφ− cos 2θ)i− sin2 θ cosφ(2 sin2 θ cosφ+ cos 2θj + 2 cos θ sin3 θ sin 2φk)

∣∣
=
√

sin4 θ

= sin2 θ

σ(S) =

� π
2

0

dφ
� π

0

sin2 θdθ = π2

4

3 设 D 是平面有界区域，∂D = L 是光滑曲线，n 是 ∂D 的单位外法向，v = P i +Qj ∈ C1
(
D
)
，证

明：

�
∂D

v · nds =
�
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dxdy.

证明: 设单位切向量 τ = cos θi+ sin θj，于是 n = sin θi− cos θj，由 Green 公式：�
∂D

v · nds

=

�
∂D

Pdy −Qdx

=

�
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dxdy

14.4 测试 4
3 设 Ω 是 R3 的有界区域 (不一定单连通)，∂Ω 是光滑曲面 (可以分片)。设 v1,v2 是定义在 Ω 中的二

阶光滑向量场，满足：∇× v1 = ∇× v2,∇ · v1 = ∇ · v2,v1

∣∣
∂Ω

= v2

∣∣
∂Ω
，求证：v1 = v2.

引理 14.1: R3 上的调和函数的平均值原理。(证明略)

引理 14.2: R3 上的调和函数的最值原理。(证明略)

证明: 设 v = v1 − v2 = P i+Qj +Rk，其中 P,Q,R 是 Ω 上的二阶光滑函数，于是 ∇× v = 0,∇ · v =

0,v
∣∣
∂Ω

= 0，只需证：v
∣∣
Ω
= 0.

∇× v = 0 ⇐⇒ ∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,
∂R

∂x
=
∂P

∂z
,
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
; ∇ · v = 0 ⇐⇒ ∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 0

为了证明 v = 0，由调和函数的最值原理，只需要证明 P,Q,R 都是调和函数，我们下面只证明 P 是

调和函数，Q,R 同理。

在 ∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z = 0 中对 x 求导，在 ∂P

∂y = ∂Q
∂x 中对 y 求导，在 ∂R

∂x = ∂P
∂z 中对 z 求导，得：

0 =
∂2P

∂x2
+

∂2Q

∂x∂y
+

∂2R

∂x∂z
,
∂2Q

∂y∂x
=
∂2P

∂y2
,
∂2R

∂z∂x
=
∂2P

∂z2

由于二阶光滑，所以 P,Q,R 的二阶偏导可交换次序，将上述 3 式联立即得：

0 =
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
+
∂2P

∂z2
= ∆P

因此成立.
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14.5 测试 5
1 求 f(x) = |x|, x ∈ [−π, π] 的 Fourier 级数.

解: 因为 f(x) 是偶函数，所以 bn = 0.

an =
2

π

� π

0

x cosnxdx =


2 ((−1)n − 1)

πn
, n ∈ N+

π, n = 0

因此 f(x) ∼ π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cosnx. 又因为 f (π−) = f (−π+)，所以：

f(x) =
π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cosnx =

π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

2 求和
4

π

∞∑
n=0

sin(2n+ 1)x

(2n+ 1)3
, x ∈ [−π, π].

解: 注意到：f(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
, x ∈ [−π, π]. 因此 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
=
π

2
−|x|, x ∈ [−π, π].

所以：
4

π

∞∑
n=0

sin(2n+ 1)x

(2n+ 1)3
=

� x

0

(π
2
− |t|

)
dt = π

2
x− x|x|

2
, x ∈ [−π, π]

3 设 {bn}∞ 是单调的实数列，且级数
∞∑
n=1

bn sinnx 在 [−π, π] 一致收敛，证明： lim
n→∞

nbn = 0.

证明: 设
∞∑
n=1

bn sinnx⇒ f(x), x ∈ [−π, π]，于是 f(x) 在 [−π, π] 连续，可积。不妨设 {bn}∞ 单调递减，

我们先证明：{bn}∞ 非负。

反设 ∃N ∈ N+, bN < 0，则 ∀n ⩾ N, bn ⩽ bN < 0. 由 Parseval 等式：
∞∑
n=1

b2n =
1

π

� π

−π
f2(x)dx. 但

∞∑
n=N

b2n = +∞，矛盾！因此 {bn}∞ 非负。

因为
∞∑
n=1

bn sinnx 在 [−π, π] 一致收敛，由 Cauchy 收敛准则：

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, ∀m > n > N, ∀x ∈ [−π, π],

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

bn sin kx
∣∣∣∣∣ < ε

为了证明 lim
n→∞

nbn = 0，由于单调性，我们只需要证明
∞∑
n=1

bn 的收敛性。因此我们取 m > 2N,n =[m
2

+ 1
]
>
m

2
> N，取 x =

π

2m
，于是有：∀k = n, n+ 1, · · · ,m, k π

2m
∈ (

π

4
,
π

2
], sin kπ

2m
∈ (

√
2

2
, 1]. 又因

为 bn ⩾ 0，所以：

ε >

m∑
k=n

bn sin kπ

2m
⩾

√
2

2

m∑
k=n

bn ⩾ m− n+ 1√
2

bm >
m− 2

2
√
2
bm > 0

因此 lim
n→∞

nbn = 0.

14.6 测试 6

1 求积分 I =

� +∞

1

t2et(2−t)dt.

157



第十四章 测试题 数学分析 B2 笔记 John 吴

解:
� +∞

1

t2et(2−t)dt x=t−1
======

� +∞

0

(x+ 1)2e1−x
2

dx

=e
� +∞

0

(
x2 + 2x

)
e−x

2

dx+ e
� +∞

0

e−x
2

dx

=− e
� +∞

0

(x
2
+ 1
)

de−x
2

+ e
√
π

2

=−
(x
2
+ 1
)

e1−x
2

∣∣∣∣+∞

0

+
e
2

� +∞

0

e−x
2

dx+ e
√
π

2

=e + 3e
√
π

4

2 设 F (t) =

� +∞

0

sin(tx)
1 + x2

dx, t ∈ (0,+∞)，求证：

(1) F (t) 在 (0,+∞) 连续.

证明: 任取 δ > 0，当 t ⩾ δ 时，因为
1

1 + x2
单调递减一致趋于 0，

∣∣∣∣∣
� A

0

sin(tx)dx
∣∣∣∣∣ ⩽ 1

t
⩽ 1

δ
，所以一致

有界。由 Dirichlet 判别法，
� +∞

0

sin(tx)
1 + x2

dx 在 [δ,+∞) 一致收敛，也即在 (0,+∞) 内闭一致收敛，因此

在 (0,+∞) 连续.

证明: 因为
∣∣∣∣ sin(tx)1 + x2

∣∣∣∣ ⩽ 1

1 + x2
，所以由 Weierstrass 判别法知，F (t) 在 R 上一致收敛。

(2) F (t) 在 (0,+∞) 可导.

证明: 考虑积分：
� +∞

0

x cos(tx)
1 + x2

dx.

任取 δ > 0，当 t ⩾ δ 时，因为
x

1 + x2
单调递减一致趋于 0，

∣∣∣∣∣
� A

0

cos(tx)dx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2

t
⩽ 2

δ
，所以一致有

界。由 Dirichlet 判别法，
� +∞

0

x cos(tx)
1 + x2

dx 在 [δ,+∞) 一致收敛。因此，∀β ⩾ α ⩾ δ：

� β

α

dt
� +∞

0

x cos(tx)
1 + x2

dx =

� +∞

0

dx
� β

α

x cos(tx)
1 + x2

dt =
� +∞

0

sin(tβ)− sin(tα)
1 + x2

dx = F (β)− F (α)

也即 F ′(t) =

� +∞

0

x cos(tx)
1 + x2

dx. 由 δ > 0 的任意性，知 F (t) 在 (0,+∞) 可导.

(3) 考虑有限积分的极限。

F (t) 在 (0,+∞) 二阶可导，且满足方程 F ′′(t)− F (t) = −1

t
.

证明: ∀δ > 0, ∀a, b > 0 ⩾ δ > 0，因为 F ′(t) 在 t > 0 时收敛，F (t) 在 [δ,+∞) 一致收敛，所以：

F ′(b)− F ′(a) =

� +∞

0

x (cos(bx)− cos(ax))
1 + x2

dx =

� +∞

0

−x2dx
1 + x2

� b

a

sin(xt)dt

=−
� +∞

0

dx
� b

a

sin(xt)dt+
� +∞

0

dx
1 + x2

� b

a

sin(xt)dt

=

� +∞

0

cos(ax)− cos(bx)
x

dx+

� b

a

F (t)dt
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因为
1

x
单调递减一致趋于 0，

∣∣∣∣∣
� A

0

(cos(ax)− cos(bx)) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2

a
+

2

b
⩽ 4

δ
，一致有界，所以由 Dirichlet 判

别法，

� +∞

0

cos(ax)− cos(bx)
x

dx 在 [δ,+∞) 一致收敛。

� A

0

cos(ax)− cos(bx)
x

dx =−
� A

0

dx
� b

a

sin(xt)dt

=−
� b

a

dt
� A

0

sin(tx)dx

=−
� b

a

dt
t
+

� b

a

cos(At)
t

dt

=

� b

a

cos(At)
t

dt− ln b+ ln a

由 Riemann 引理， lim
A→+∞

� b

a

cos(At)
t

dt = 0，所以：

F ′(b)− F ′(a) =

� +∞

0

cos(ax)− cos(bx)
x

dx+

� b

a

F (t)dt = − ln b+ ln a+
� b

a

F (t)dt

上式两端同时对 b 求导，得：

F ′′(t)− F (t) = −1

t

证明: 使用分部积分法。

F ′(t) =

� +∞

0

x cos(tx)
1 + x2

dx

=
1

t

� +∞

0

x

1 + x2
d sin(tx)

=
x sin(tx)
t (1 + x2)

∣∣∣∣+∞

0

− 1

t

� +∞

0

1− x2

(1 + x2)
2 sin(tx)dx

=
1

t

� +∞

0

sin(tx)
x2 + 1

dx− 2

t

� +∞

0

sin(tx)
(1 + x2)

2 dx

=
1

t
F (t)− 2

t

� +∞

0

sin(tx)
(1 + x2)

2 dx

⇐⇒ F (t)− tF ′(t) = 2

� +∞

0

sin(tx)
(1 + x2)

2 dx

因为由 Weierstrass 判别法，
� +∞

0

x cos(tx)
(1 + x2)

2 dx 在 R 上一致收敛，所以可以对上式右侧做积分号下求导：

tF ′′(t) = −2

� +∞

0

x cos(tx)
(1 + x2)

2 dx =

� +∞

0

cos(tx)d 1

1 + x2
= −cos(tx)

1 + x2

∣∣∣∣+∞

0

+t

� +∞

0

sin(tx)
1 + x2

dx = −1+tF (t)

=⇒ F ′′(t)− F (t) = −1

t

3 设 |α| 6= 1，证明积分

� +∞

0

sinx sin(αx)
x

dx 收敛，并求值.

解: 考虑有限积分的极限。

因为
1

2x
单调递减趋于 0，

∣∣∣∣∣
� A

0

(cos(α− 1)x− cos(α+ 1)x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2

|α+ 1|
+

2

|α− 1|
，由 Dirichlet 判

别法，

� +∞

0

sinx sin(αx)
x

dx 收敛.
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当 |α > 1| 时，α− 1, α+ 1 同号：

� A

0

sinx sin(αx)
x

dx =

� A

0

cos(α− 1)x− cos(α+ 1)x

2x
dx =

� A

0

1

2x
dx
� α+1

α−1

x sin(tx)dt

=
1

2

� A

0

dx
� α+1

α−1

sin(tx)dt = 1

2

� α+1

α−1

dt
� A

0

sin(tx)dx =

� α+1

α−1

dt
2t

� A

0

sin(tx)d(tx)

=
1

2
ln
∣∣∣∣α+ 1

α− 1

∣∣∣∣− � α+1

α−1

cos(At)
2t

dt

当 |α < 1| 时，1− α, α+ 1 同号：

� A

0

sinx sin(αx)
x

dx =

� A

0

cos(1− α)x− cos(α+ 1)x

2x
dx =

� A

0

1

2x
dx
� α+1

1−α
x sin(tx)dt

=
1

2

� A

0

dx
� α+1

1−α
sin(tx)dt = 1

2

� α+1

1−α
dt
� A

0

sin(tx)dx =

� α+1

1−α

dt
2t

� A

0

sin(tx)d(tx)

=
1

2
ln
∣∣∣∣α+ 1

α− 1

∣∣∣∣− � α+1

1−α

cos(At)
2t

dt

由 Riemann引理，当 |α > 1|时， lim
A→+∞

� α+1

α−1

cos(At)
2t

dt = 0；当 |α < 1|时， lim
A→+∞

� α+1

1−α

cos(At)
2t

dt = 0.

因此： � +∞

0

sinx sin(αx)
x

dx =
1

2
ln
∣∣∣∣α+ 1

α− 1

∣∣∣∣
解: 使用积分因子法。

设 I(β) =

� +∞

0

sinx sin(αx)
x

e−βxdx, β ⩾ 0. 因为 α 6= 1，所以
e−βx
x
单调递减一致趋于 0，且∣∣∣∣∣

� A

0

sinx sin(αx)dx
∣∣∣∣∣ ⩽ 1

|α− 1|
+

1

|α+ 1|
，一致有界。由 Dirichlet 判别法，I(β) 在 [0,+∞) 一致收敛。

考虑 I ′(β) = −
� +∞

0

sinx sin(αx)e−βxdx. 同理，Dirichlet 判别法，I ′(β) 在 (0,+∞) 内闭一致收敛。

I ′(β) =−
� +∞

0

sinx sin(αx)e−βxdx

=

� +∞

0

cos(α+ 1)x− cos(α− 1)x

2
e−βxdx

=
e−βx
2

(
−β cos(α+ 1)x+ (α+ 1) sin(α+ 1)x

β2 + (α+ 1)2
− −β cos(α− 1)x+ (α− 1) sin(α− 1)x

β2 + (α− 1)2

) ∣∣∣∣+∞

0

=
1

2

(
β

β2 + (α+ 1)2
− β

β2 + (α− 1)2

)
因为 lim

β→+∞
I(β) = 0，所以：

I(β) =
1

2

� +∞

0

(
β

β2 + (α− 1)2
− β

β2 + (α+ 1)2

)
dβ =

1

2
ln β

2 + (α− 1)2

β2 + (α+ 1)2

∣∣∣∣+∞

0

=
1

2
ln
∣∣∣∣α+ 1

α− 1

∣∣∣∣
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15.1 中国科学技术大学 2011-2012 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
二次测验

1. 计算二重积分
� 2

1

dx
� x

√
x

sin
(
πx

2y

)
dy +

� 4

2

dx
� 2

√
x

sin
(
πx

2y

)
dy.

解:
� 2

1

dx
� x

√
x

sin
(
πx

2y

)
dy +

� 4

2

dx
� 2

√
x

sin
(
πx

2y

)
dy

=

� 2

1

dy
� y2

y

sin
(
πx

2y

)
dx

=

� 2

1

2y

π

(
cos π

2
− cos πy

2

)
dy

= − 4

π2
y sin

(πy
2

)∣∣∣∣2
1

+

� 2

1

8

π3
sin πy

2
dπy
2

=
4

π2
+

8

π3

2. 计算二重积分
�
D

(x+ y)dxdy，其中 D 是由曲线 x2 − 2xy + y2 + x+ y = 0 和曲线 x+ y + 4 = 0

围成的有界区域.

解: 设变换

 x =
u+ v

2

y =
u− v

2

，于是 D′ =
{
(u, v)| v ∈ [−2, 2],−4 ⩽ u ⩽ −v2

}
，

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1

2

�
D

(x+ y)dxdy

=

�
D′

1

2
ududv

=
1

2

� 2

−2

dv
� −v2

−4

udu

=− 64

5

3. 计算三重积分
�

V

xyzdxdydz，其中 V：由 z = xy, z = 0, x = −1, x = 1, y = 2, y = 3 围成.

解: �
V

xyzdxdydz

=

� 3

2

dy
(� 0

−1

dx
� 0

xy

xyzdz +
� 1

0

dx
� xy

0

xyzdz
)
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=

� 3

2

dy
(� 0

−1

−x2y2

2
dx+

� 1

0

x2y2

2
dx
)

=0

4. 设曲线 L 为圆周 x2 + y2 = 2x，计算曲线积分

�
L

√
x2 + y2dl.

解: 设变换

 x = cos 2θ + 1

y = sin 2θ
, θ ∈ [0, π],

∣∣∣∣drdθ
∣∣∣∣ = 2，于是：

�
L

√
x2 + y2dl

=

� π

0

2
√
4 cos4 θ + sin2 2θdθ

=4

� π

0

| cos θ|dθ

=8

� π
2

0

cos θdθ

=8

5. 计算曲面积分
�
S

zdS，其中 S：由 z =

√
x2 + y2

3
和 z =

√
4− x2 − y2 所围成的立方体表面.

解: 在 0 ⩽ z ⩽ 1 时，设变换


x =

√
3z cos θ

y =
√
3z sin θ

z = z

, θ ∈ [0, 2π]

∣∣∣∣drdθ × dr
dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣√3z cos θi+
√
3z sin θj − 3zk

∣∣∣ = 2
√
3z

在 1 ⩽ z ⩽ 2 时，设变换


x = 2 sin θ cosφ

y = 2 sin θ sinφ

z = 2 cos θ

, φ ∈ [0, 2π], θ ∈
[
0,
π

3

]

∣∣∣∣drdθ × dr
dφ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cos θ cosφ 2 cos θ sinφ −2 sin θ
−2 sin θ sinφ 2 sin θ cosφ 0

i j k

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∣∣−4 sin2 θ cosφi+ 4 sin2 θ sinφj + 4 sin θ cos θk

∣∣
=2 sin θ

�
S

zdS

=

� 1

0

2
√
3z2dz

� 2π

0

dθ +
� π

3

0

4 sin θ cos θdθ
� 2π

0

dφ

=
4
√
3

3
π + 2π

� π
3

0

sin 2θd2θ

=

(
4
√
3

3
+ 3

)
π
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6. 证明：
� 1

0

dx1
� 1

x1

dx2 · · ·
� 1

xn−1

x1x2 · · ·xndxn =
1

2nn!
.

证明: 设变换 (x1, x2, · · · , xn) = φ(t1, t2, · · · , tn) =

(
t1, t1t2, · · · ,

n∏
i=1

ti

)
, (t1, t2, · · · , tn) ∈ [0, 1]n，

于是： ∣∣∣∣∂(x1, x2, · · · , xn)∂(t1, t2, · · · , tn)

∣∣∣∣
=| detJ(φ)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0

t2 t1 0 0 · · · 0

t3t2 t3t1 t2t1 0 · · · 0
...

...
...

... . . . ...∏
j ̸=1

tj
∏
j ̸=2

tj
∏
j ̸=3

tj
∏
j ̸=4

tj · · ·
∏
j ̸=n

tj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1
n∏
i=1

ti

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

t1 0 0 0 · · · 0

t1t2 t1t2 0 0 · · · 0

t1t2t3 t1t2t3 t1t2t3 0 · · · 0
...

...
...

... . . . ...
n∏
i=1

ti
n∏
i=1

ti
n∏
i=1

ti
n∏
i=1

ti · · ·
n∏
i=1

ti

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

n∏
i=1

tn−ii

注意到：(x1, x2, · · · , xn) ∈ V = { (x1, x2, · · · , xn)| 0 ⩽ x1 ⩽ x2 ⩽ · · · ⩽ xn ⩽ 1}. 因此：
� 1

0

dx1
� 1

x1

dx2 · · ·
� 1

xn−1

x1x2 · · ·xndxn

=

� 1

0

dxn
� xn

0

dxn−1 · · ·
� x2

0

x1x2 · · ·xndx1

=

� 1

0

tn−1
1 dt1

� 1

0

tn−2
2 dt2 · · ·

� 1

0

t0n

n∏
i=1

i∏
j=1

tidtn

=

n∏
i=1

� 1

0

t
2(n−i)+1
i dti

=

n∏
i=1

1

2(n− i)

=
1

2nn!

7. 设一球面方程为 x2 + y2 + (z + 1)2 = 1，从原点向球面上任一点 Q 处的切平面作垂线，垂足为点

P，当 Q 在球面上变动时，点 P 的轨迹形成一封闭曲面 S，球此封闭曲面 S 所围成的立体的体积.

解: 设球面上点的球坐标表示：r(θ, φ) = sin θ cosφi + sin θ sinφj + (cos θ − 1)k, (θ, φ) ∈ [0, π] ×
[0, 2π]. 于是 r(θ, φ) 处的切平面单位法向量为 n(θ, φ) = sin θ cosφi+ sin θ sinφj + cos θk = r + k.
设 P = t(θ, φ)n(θ, φ)，由

−−→
OP ⊥

−−→
QP, |n| = 1 得：

0 = tn · (tn− r) = t2 − t+ tn · k = t (t− 1 + cos θ)

由于 t不恒为 0，所以 t = 1−cos θ，于是 P = α(θ, φ) = (1−cos θ) sin θ cosφi+(1−cos θ) sin θ sinφj+
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(1− cos θ) cos θk. 设 S 围成的区域为 V，以向外为 S 的正向，由 Gauss 公式：
�

V

dV

=

�
V

∇ ·
(x
3
i+

y

3
j +

z

3
k
)

dV

=

�
∂V

(x
3
i+

y

3
j +

z

3
k
)
· dS

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
� π

0

dθ
� 2π

0

1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1− cos θ) sin θ cosφ (1− cos θ) sin θ sinφ (1− cos θ) cos θ
cosφ (cos θ − cos 2θ) sinφ (cos θ − cos 2θ) sin 2θ − sin θ
−(1− cos θ) sin θ sinφ (1− cos θ) sin θ cosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ dφ
∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣� π

0

dθ
� 2π

0

14 sin θ − 14 sin 2θ + 6 sin 3θ − sin 4θ

24
dφ
∣∣∣∣

=
7

3
π

15.2 中国科学技术大学 2011-2012 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
三次测验

1 求向量场 v = (yz, zx, xy) 的散度和旋度.

解:
divv = ∇ · v = 0

rotv = ∇× v = (x− x) i+ (y − y)j + (z − z)k = 0

2 计算第二型曲线积分：�
L

(
y2 + z2

)
dx+

(
z2 + x2

)
dy +

(
x2 + y2

)
dz，其中 L 是半球面

{
x2 + y2 + z2 = a2

∣∣ z ⩾ 0
}
与圆柱

面
{
x2 + y2 = b2

}
(a > b > 0) 的交线，L 的定向与 z 轴正向构成右手系.

解: 由 Stokes 公式：
�
L

(
y2 + z2

)
dx+

(
z2 + x2

)
dy +

(
x2 + y2

)
dz

=

�
B(O,b)

(2x− 2y) dxdy

=0

3 计算第二型曲线积分：

(1)
�

S

(
y2 − x

)
dydz +

(
z2 − y

)
dzdx+

(
x2 − z

)
dxdy，其中 S =

{
z = 2− x2 − y2

∣∣ z ⩾ 0
}
，S 的定向

与 z 轴的正向同侧.

解: 设 V =
{
(x, y, z)|x2 + y2 ⩽ 2, 0 ⩽ z ⩽ 2− x2 − y2

}
，由 Gauss 定理：

�

S

(
y2 − x

)
dydz +

(
z2 − y

)
dzdx+

(
x2 − z

)
dxdy

=

�

V

(−1− 1− 1) dxdydz +
�

B(O,
√
2)

(
x2 − 0

)
dxdy
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=− 3

� 2π

0

dφ
� π

2

0

sin θdθ
� √

2

0

r2dr +
� 2π

0

dθ
� √

2

0

r3 cos2 θdr

=− 4
√
2π +

� 2π

0

cos2 θdθ
� √

2

0

r3dr

=
(
1− 4

√
2
)
π

(2)
�

S

1

(x2 + y2 + z2)
3
2

(xdydz + ydzdx+ zdxdy)，其中曲面 S =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣x29 +
y2

16
+
z2

25
= 1

}
，

正向是曲面的外法向.

解: 设 V =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣x29 +
y2

16
+
z2

25
⩽ 1

}
，由 Gauss 定理：

�

S

1

(x2 + y2 + z2)
3
2

(xdydz + ydzdx+ zdxdy)

=

�

V

∇ · xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

dxdydz

=0

4 给定平面分段光滑曲线 L =
{
y = 2x

2
5 + 1

∣∣∣x ∈ [−1, 0]
}
∪
{
y = −2x5 + 1

∣∣x ∈ [0, 1]
}
，L 的正向是参

数 x 的增加方向，求积分

�
L

−ydx+ xdy
x2 + y2

.

解: 设 D =
{
(x, y)

∣∣∣x ∈ [−1, 1],−1 ⩽ y ⩽ 1− 2x5 (x ⩾ 0),−1 ⩽ y ⩽ 2x
2
5 + 1(x < 0)

}
设 A(1,−1),B(−1, 3),C(−1,−1)，由 Green 公式：

�
L

−ydx+ xdy
x2 + y2

=

�
L∪LAC∪LCB

−ydx+ xdy
x2 + y2

+

�
LCA

−ydx+ xdy
x2 + y2

+

�
LBC

−ydx+ xdy
x2 + y2

=

�
D\B(O,δ)

0dxdy +
�
LCA

−ydx+ xdy
x2 + y2

+

�
LBC

−ydx+ xdy
x2 + y2

−
�
∂B(O,δ)

−ydx+ xdy
x2 + y2

=

� 1

−1

1

x2 + 1
dx+

� −1

3

−1

1 + y2
dy −

� 2π

0

δ2 sin2 θ + δ2 cos2 θ
δ2

dθ

=− 2π +
π

2
+ arctan 3 +

π

4

= arctan 3− 3

4
π

5 设曲面 S =
{
x2 + y2 + z2 = 1

∣∣ z ⩾ 0
}
，它的定向 n 是与 z 轴正向同侧的单位法向量，函数 f =

sin
(
x2 + y2 + 4xy

√
z
)
, g = x2 + y2 + 4z2，求积分

�

S

(∇f ×∇g) · dS.

解: 易知 n = xi+ yj + zk

∇f = 2

((
x+ 2y

√
z
)
i+

(
y + 2x

√
z
)
j +

xy√
z
k

)
cos
(
x2 + y2 + 4xy

√
z
)

∇g = 2xi+ 2yj + 8zk = 2 (xi+ yj + 4zk)

�

S

(∇f ×∇g) · dS
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=4

�

S

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 2y

√
z y + 2x

√
z

xy√
z

x y 4z

x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣ cos
(
x2 + y2 + 4xy

√
z
)
dS

=24

�

S

(
x2 − y2

)
z
√
z cos

(
x2 + y2 + 4xy

√
z
)
dS

=24

� 1

0

dz
� 2π

0

(
1− z2

) 3
2 cos 2θz

√
z cos

((
1− z2

) (
1 + 2 sin 2θ

√
z
))

dθ

=12

� 1

0

(
z
(
1− z2

)) 3
2 dz

� 2π

0

cos
((
1− z2

) (
1 + 2

√
z sin 2θ

))
d sin 2θ

=6

� 1

0

z
√

1− z2dz
� 2π

0

cos
((
1− z2

) (
1 + 2

√
z sin 2θ

))
d
(
2
√
z
(
1− z2

)
sin 2θ

)
=6

� 1

0

z
√
1− z2 cos

((
1− z2

) (
1 + 2

√
z sin 2θ

))∣∣θ=2π

θ=0
dz

=0

6 讨论如下问题：若两个向量场的散度和旋度相等，这两个向量场是否相等？

以下设 Ω 是 R3 的有界区域，它的边界 ∂Ω 是光滑曲面，n 是 ∂Ω 的单位外法向量场，涉及到的函

数和向量场具有二阶连续偏导数.

(1) 设 f 是 Ω 上的函数，证明：、

�

∂Ω

df
dndS =

�

Ω

∆fdxdydz

这里
df
dn 是 f 沿方向 n 的方向导数，∆f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

证明: 由 Gauss 公式：

LHS =

�

∂Ω

∇f · ndS

=

�

∂Ω

∇f · dS

=

�

Ω

∇ · ∇fdxdydz

=

�

V

∆fdxdydz = RHS

(2) 设定义在 Ω 的函数满足 ∆f = 0, f |∂Ω ≡ 0，证明 f ≡ 0.

证明: 只需证 ∇f ≡ 0. 只需证
�

Ω

(∇f)2 dV = 0. 由于 (∇f)2 + f∆f = ∇ · (f∇f)，所以只需证�
Ω

∇ · (f∇f) dV = 0. 由 Gauss 公式：

�
Ω

∇ · (f∇f) dV =

�
∂Ω

f∇f · dS = 0

(3) 设 v1,v2 是定义在 Ω 上的向量场降，满足：rotv1 = rotv2, divv1 = divv2，问能否推出 v1 = v2？若

成立，请证明之；若不然，你认为在什么合理条件下 v1 = v2？
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解: 不能。应当增加条件：∀P0 ∈ ∂Ω,v1(P0) = v2(P0)，且 Ω 是曲面单连通的.

证明: 设 v = v1 − v2，于是 ∇ · v = 0,∇× v = 0，因此当 Ω 曲面单连通时，v 是保守场，则存在数量

场 ϕ 使得 v = ∇ϕ，且易知 ∆ϕ = ∇ · v = 0，即 ϕ 满足 Lalpace 方程. 由上一题的结论知，ϕ ≡ C，也即

∇ϕ = 0，因此 v ≡ 0.

15.3 中国科学技术大学 2011-2012 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
四次测验

1 设函数 f(x) = arcsin(cosx)，将 f(x) 在 [−π, π] 上展开成 Fourier 级数，并讨论此 Fourier 级数的收
敛性，并利用此求级数

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
的和。

解: 注意到是偶函数，所以：bn = 0，当 n ∈ N+ 时：

an =
2

π

� π

0

arcsin(cosx) cosnxdx =
2

π

� π

0

(π
2
− x
)

cosnxdx =

 0, n = 0

2 1−(−1)n

n2π , n ∈ N+

=⇒ f(x) ∼
∞∑
n=1

1− (−1)n

n2π
cosnx =

4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

因为 f(x) 在 [−π, π] 连续，且 f(−π) = f(π)，所以 f(x) =
∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
. 于是令 x = 0，得：

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π

4
f(0) =

π2

8

2 求函数 f(x) = e−|x| sin 2x 的 Fourier 变换。

解: 因为
� +∞

−∞

∣∣∣e−|x| sin 2x
∣∣∣ dx < 2

� +∞

0

e−xdx = 2，所以在 R 绝对可积，于是 f(x) 存在 Fourier 变换。

F [f ](λ) =

� +∞

−∞
f(x)e−λxidx

=

� +∞

−∞
sin 2xe−|x|−λxidx

=

� +∞

0

e2xi − e−2xi

2

(
e−x−λxi − e−x+λxi) dx

=
1

2

� +∞

0

(
e(−1−(λ−2)i)x − e(−1+(λ+2)i)x − e(−1−(λ+2)i)x + e(−1+(λ−2)i)x

)
dx

=
1

2

(
1

1 + (λ− 2)i −
1

1− (λ+ 2)i −
1

1 + (λ+ 2)i +
1

1− (λ− 2)i

)
=

1

1 + (λ− 2)2
− 1

1 + (λ+ 2)2

=
8λ

λ4 − 6λ2 + 25

3 判断下面非正常积分的敛散性。

(1)
� +∞

1

cos
(
x2
)
dx

168



第十五章 USTC 期中期末测试 B2 数学分析 B2 笔记 John 吴

解: � +∞

1

cos
(
x2
)
dx =

� +∞

1

cos y
2
√
y

dy

因为

∣∣∣∣∣
� A

1

cos ydy
∣∣∣∣∣ < 2，

1

2
√
y
单调递减趋于 0，所以由 Dirichlet 判别法知，积分收敛。

� +∞

1

∣∣cos
(
x2
)∣∣ dx =

1

2

� +∞

1

| cos y|
√
y

dy < 1

2

� +∞

1

cos2 y
√
y

dy =
1

4

� +∞

1

cos 2y + 1
√
y

dy

同理，
1

4

� +∞

1

cos 2y
√
y

dy 收敛，但 1

4

� +∞

1

dy
√
y
= +∞，所以不绝对收敛，因此条件收敛。

(2)
� 1

0

dx√
(1− x2)

(
1− x2

2

)
解: 因为只有 x = 1 是积分的瑕点，被积函数为正，且

1
√
1− x2

√
1− x2

2

在 x → 1− 时等价于
1√
1− x

，

又
1√
1− x

在 [0, 1) 上可积，所以原积分绝对收敛。

4 计算积分

� π
2

0

arctan(tanx)
tanx dx.

解:
� π

2

0

arctan(tanx)
tanx dx

=

� π
2

0

x

tanxdx

=

� π
2

0

xd ln sinx

=x ln sinx
∣∣∣∣π2
0

−
� π

2

0

ln sinxdx

=−
� π

2

0

ln sinxdx

I =

� π
2

0

ln sinxdx

=
1

2

� π

0

ln sinxdx

=

� π
2

0

(ln 2 + ln sinx+ ln cosx) dx

=
π

2
ln 2 + 2I

=⇒ I = −π ln 2

2
=⇒

� π
2

0

arctan(tanx)
tanx dx =

π ln 2

2

5 证明：
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(1) 含参变量积分

� +∞

0

e−bx sinxdx 在 0 < b < +∞ 上收敛，但不一致收敛。

证明: ∀δ > 0，e−bx 对于 b ⩾ δ 单调递减一致趋于 0，

∣∣∣∣∣
� A

0

sinxdx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2，所以由 Dirichlet 判别法，积分

对于 b ⩾ δ 一致收敛，因此对于 b > 0 收敛。

反设对于 b > 0 一致收敛，由 Cauchy 收敛准则：

∀ε > 0, ∃X > 0, ∀B > A > X, ∀b > 0,

∣∣∣∣∣
� B

A

e−bx sinxdx
∣∣∣∣∣ < ε

在其中令 b→ 0+，于是

∣∣∣∣∣
� B

A

sinxdx
∣∣∣∣∣ < ε，但是当 ε ⩽ 2时，总可以找到 B > A > X，使得

∣∣∣∣∣
� B

A

sinxdx
∣∣∣∣∣ =

2 ⩾ ε，矛盾！因此不一致收敛。

(2) 对任一正实数 ε > 0，

� +∞

0

e−bx sinxdx 在 0 < ε ⩽ b < +∞ 上一致收敛。

证明: 在 (1) 中已证。

6 设 f(x) 是 R 上的连续周期函数，而其导函数 f ′(x) 在 R 上逐段光滑，证明：函数 f(x) 的 Fourier 系
数 an 和 bn 满足 lim

n→∞
nmax{|an|, |bn|} = 0.

证明: 我们只需证明：an, bn = o
(
1
n

)
即可。设 f(x) 周期为 T > 0. 因为 f ′(x) 在 [0, T ] 逐段光滑，所以

有界，设 sup
x∈[0,T ]

|f ′(x)| =M .

an =
2

T

� T

0

f(x) cos 2πnx
T

dx

=
2

T

n∑
k=1

� k
nT

k−1
n T

f(x) cos 2πnx
T

dx

=
2

T

n∑
k=1

� 2k−1
2n T

k−1
n T

(
f(x)− f(x+

T

2n
)

)
cos 2πnx

T
dx

=
2

T

n∑
k=1

� 2k−1
2n T

k−1
n T

cos 2πnx
T

(� x

x+ T
2n

f ′(t)dt
)

dx

=⇒ |an| ⩽
2

T

n∑
k=1

� 2k−1
2n T

k−1
n T

∣∣∣∣cos 2πnx
T

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
� x

x+ T
2n

f ′(t)dt
∣∣∣∣∣ dx ⩽ M

n

n∑
k=1

� 2k−1
2n T

k−1
n T

∣∣∣∣cos 2πnx
T

∣∣∣∣ dx =
TM

2πn

同理，|bn| ⩽
TM

2πn
. 因此 an, bn = o

(
1
n

)
.

7 利用

� +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
，分别解决下列问题：

(1) 计算

� +∞

0

x2e−nx
2

dx, n ∈ N+.

解: � +∞

0

x2e−nx
2

dx =
1

2

� +∞

0

xe−nx
2

dx2 = −xe
−nx2

2n

∣∣∣∣+∞

0

+
1

2n

� +∞

0

e−nx
2

dx =

√
π

4n
√
n
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(2) 对固定的参数 t > 0，求函数 F (λ) = e−tλ2

的 Fourier 逆变换。

解: 注意到 F (λ) 是偶函数，所以 f(x) =
1

π

� +∞

0

e−tλ
2

cos(xλ)dλ. 当 x = 0 时，f(0) =
1

2
√
tπ
；当 x 6= 0

时：因为 e−tλ2

单调递减趋于 0，

∣∣∣∣∣
� A

0

cos(xλ)dλ
∣∣∣∣∣ ⩽ 1

|x|
，由 Dirichlet 判别法，积分收敛。

f(x) =
1

π

� +∞

0

e−tλ
2

cos(xλ)dλ

=
1

2π

� +∞

0

e−tλ
2 (

exλi + e−xλi) dλ

=
e− x2

4t

2π

� +∞

0

(
e−

(√
tλ− xi

2
√

t

)2

+ e−
(√

tλ+ xi
2
√

t

)2
)

dλ

=
e− x2

4t

2π
√
t

� +∞

0

(
e−

(√
tλ− xi

2
√

t

)2

+ e−
(√

tλ+ xi
2
√

t

)2
)

d
(√

tλ
)

=
e− x2

4t

2
√
tπ

=⇒ f(x) =
1

2
√
tπ exp

(
x2

4t

)
15.4 中国科学技术大学 2012-2013 学年第二学期 数学分析 (B2) 第

一次测验

1 下面两个函数在原点的连续性如何，偏导数是否存在，是否可微？

(1) f(x, y) =


x3y

x6 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

解: 因为 lim
x→0

f(x, x3) =
1

2
6= 0 = f(0, 0)，所以不连续，不可微.

因为 lim
x→0

f(x, 0)− 0

x
= 0 = lim

y→0

f(0, y)− 0

y
，所以

∂f

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
∂f

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= 0

(2) f(x, y) =


xy sin 1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

解: 因为
∣∣∣∣sin 1

x2 + y2

∣∣∣∣ ⩽ 1，又 lim
(x,y)→(0,0)

xy = 0，|xy| ⩾ f(x, y) ⩾ 0，由夹逼定理， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) =

0，所以连续.

因为 lim
x→0

f(x, 0)− 0

x
= 0 = lim

y→0

f(0, y)− 0

y
，所以

∂f

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
∂f

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= 0

由于当 (x, y) 6= (0, 0) 时，

∣∣∣∣∣ f(x, y)√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ⩽ |xy|√
x2 + y2

⩽
√
x2 + y2

2
，所以 lim

x→0

f(x, y)√
x2 + y2

= 0，在原点

可微.

2 设 D = { (x, y)|x > 0, y > 0}. 求函数 f(x, y) = xy +
50

x
+

20

y
在区域 D 上的极值，并说明所求极值

是否是最值.
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解: 由于 D 是开区域， lim
x→0

f(x, y) = +∞, lim
y→0

f(x, y) = +∞，所以只可能存在最小值和极大、极小值，

最小值一定是极小值，且在 D 内部取到。令 ∇f(x, y) = 0： y − 50
x2 = 0

x− 20
y2 = 0

=⇒

 x = 5

y = 2

所以只有一个极值点，又因为 xy +
50

x
+

20

y
⩾ 3 3

√
1000 = 30 = f(5, 2)，所以是最值点.

3 用 Lagrange 乘数法求抛物线 y =
(
x−

√
2
)2
上的点到原点的最小距离.

解: 设 f(x, y) = x2 + y2, g(x, y) =
(
x−

√
2
)2 − y，令：

∂f
∂x = λ ∂g∂x
∂f
∂y = λ∂g∂y

g(x, y) = 0

⇐⇒


x =

√
2λ

λ−1

y = − 1
2λ

y =
(
x−

√
2
)2 =⇒


x =

√
2
2

y = 1
2

λ = −1

由于 lim
x→∞

(
x2 + y(x)2

)
= +∞，所以最小距离 d =

√
3

2

4 求常数 c 使得变换

 u = 2x+ y

v = x+ cy
将方程 2

∂2z

∂x2
− 5

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2
= 0 化简为

∂2z

∂u∂v
= 0，其中二阶

偏导数均连续.

解: (
∂
∂x

∂
∂y

)
=
(
∂
∂u

∂
∂v

)(∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
=
(
2 ∂
∂u + ∂

∂v
∂
∂u + c ∂∂v

)
此时，有：

0 =2
∂2z

∂x2
− 5

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2

=

(
2

(
2
∂

∂u
+

∂

∂v

)2

− 5

(
2
∂

∂u
+

∂

∂v

)(
∂

∂u
+ c

∂

∂v

)
+ 2

(
∂

∂u
+ c

∂

∂v

)2
)
z

==(3− 6c)
∂2z

∂u∂v
+
(
2c2 − 5c+ 2

) ∂2z
∂v2

因此  3− 6c 6= 0

2c2 − 5c+ 2 = 0
⇐⇒ c = 2

5 设 f(x, y) 在区域 D 上有二阶偏导数，且二阶偏导数都为零. 求证：f(x, y) 是至多一次函数，即存在
常数 a, b, c 使得 f(x, y) = ax+ by + c.

证明: 任取 (x0, y0) ∈ D，不妨设 D 是连通的，否则在每一块连通区域里进行如下求解。∀(x, y) ∈ D，存

在一条连接 (x0, y0) 和 (x, y) 的分段光滑曲线 L，设其参数表示为 r(t) = x(t) + y(t), t ∈ [α, β], r(α) =

(x0, y0), r(β) = (x, y). 由二阶导恒为零，知一阶导始终不变，设 ∂f
∂x = a, ∂f∂y = b，于是：

f(x, y)− f(x0, y0) =

� β

α

∇f · dr(t) =
� β

α

∇f · r′(t)dt =
� β

α

(ax′(t) + by′(t)) dt = a(x− x0) + b(y − y0)

令 f(x0, y0)− ax0 − by0 = c，即有：

f(x, y) = ax+ by + c
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6 设 z = z(x, y) 是由方程 ax+ by+ cz = φ
(
x2 + y2 + z2

)
所确定的隐函数，其中 φ 是一个可微的一元

函数，a, b, c 是常数，求证：

(cy − bz)
∂z

∂x
+ (az − cx)

∂z

∂y
= bx− ay

证明: 两边对于 x, y 求梯度：(
a+ c

∂z

∂x

)
i+

(
b+ c

∂z

∂y

)
j = 2φ′ (x2 + y2 + z2

)((
x+ z

∂z

∂x

)
i+

(
y + z

∂z

∂y

)
j

)

=⇒


∂z

∂x
=

2φ′x− a

c− 2φ′z
∂z

∂y
=

2φ′y − b

c− 2φ′z

等价于证明：

(cy − bz) (2φ′x− a) + (az − cx) (2φ′x− b) + (bx− ay) (2φ′z − c) = 0

⇐⇒ 2φ′ ((cy − bz)x+ (az − cx)y + (bx− ay)z) = a(cy − bz) + b(az − cx) + c(bx− ay)

两边均为 0，成立.

7 设 Pn = (xn, yn), n = 1, 2, . . . 是平面上的一个有界点列，求证：{Pn} 有收敛的子列.

证明: 设 Pn = (xn, yn)，由 Bolzano-Weierstrass 定理，{xn}∞ 存在收敛子列 {xnk
}∞，又 {ynk

}∞ 是有
界数列，再利用 Bolzano-weierstrass 定理，存在收敛子列

{
ynkl

}∞
. 于是

{
Pnkl

}∞
收敛。

15.5 中国科学技术大学 2012-2013 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
二次测验

1 简答题

(1) 设
�
I

fdσ > 0，其中 I 为闭矩形，f 在 I 上连续. 说明在 I 的内部存在闭矩形 J，使得 f > 0 在 J

上成立.

证明: 因为
�
I

fdσ > 0，所以必 ∃P0 ∈ I, f(P ) > 0. 因为 f 在 I 上连续，所以 ∃δ1 > 0，使得

f(P ) > 1
2f(P0) > 0, P ∈ B(P0, δ1) ∩ I. 不妨设闭矩形 I 的两条边分别与 x, y 轴平行，不妨设闭矩形

为 [a, b]× [c, d]，设 P0 = (x0, y0)，不妨设 a ⩽ x0 < b, c ⩽ y0 < d，于是，取 0 < δ2, δ3 <
√
2
2 δ1，则满

足 J = [x0, x0 + δ2]× [y0, y0 + δ3] ⊂
(
[a, b]× [c, d] ∩B(P0, δ1)

)
，且 ∀P ∈ J, f(P ) > 0

(2) 构造一个 D = [−1, 1]2 上的非负函数 f(x, y)，使得 f 在 D 上积分为 0，但是 f(x, 0) 关于 x 不可积，

而对任意 y > 0，f(x, y) 关于 y 可积. 并说明理由.

解: 设 f(x, y) =

 0, y 6= 0

D(x), y = 0
，其中 D(x) =

 1, x ∈ Q

0, x /∈ Q
. 由有理数和无理数在实数集中的

稠密性，∀[a, b] ⊂ [−1, 1],max |f(x1, 0) − f(x2, 0)| = 1, ∀x1, x2 ∈ [a, b]. 因此 f(x, 0) 对于 x 不

可积，同时，由于 f(x, y) 对于固定的 x，对于 y 只有有限个第一类间断点，所以可积。又因为

σ ({ (x, 0)| − 1 ⩽ x ⩽ 1}) = 0，所以

�
[−1,1]2

f(x, y)dσ = 0
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2 计算积分

(1)
�
x2+y2⩽x+y

√
x2 + y2dxdy.

解: 设 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)，代入 x2 + y2 ⩽ x+ y 得 0 ⩽ r ⩽ cos θ + sin θ =
√
2 sin

(
θ + π

4

)
, θ ∈

[−π
4 ,

3π
4 ], dxdy =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣ drdθ = rdrdθ，于是

�
x2+y2⩽x+y

√
x2 + y2dxdy

=

� 3π
4

−π
4

dθ
� sin θ+cos θ

0

r2dr

=
2
√
2

3

� 3π
4

−π
4

sin3
(
θ +

π

4

)
dθ

=
4
√
2

3

� π
2

0

sin3 tdt

=
8
√
2

9

(2)
� 1

0

dx
� √

1−x2

0

dy
� √

2−x2−y2

√
x2+y2

z2dz.

解: 设 (x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, z) , r ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π2 ], dxdydz =

∣∣∣∣∂(x, y, z)∂(r, θ, z)

∣∣∣∣ drdθdz = rdrdθdz，

于是

� 1

0

dx
� √

1−x2

0

dy
� √

2−x2−y2

√
x2+y2

z2dz

=

� π
2

0

dθ
� 1

0

rdr
� √

2−r2

r

z2dz

=
π

2

� 1

0

(
2− r2

) 3
2 r − r4

3
dr

=
π

2

� 1

0

(2− t)
3
2 − 2t4

6
dt

=
π

2

(2− t)
5
2 + t5

15

∣∣∣∣∣
0

1

=
2
√
2− 1

15
π

(3)
� 1

0

dy
� 1

y

y√
1 + x2

dx.

解:
� 1

0

dy
� 1

y

y√
1 + x2

dx

=

� 1

0

ydy ln
(
x+

√
x2 + 1

)∣∣∣1
y

=

� 1

0

(
ln
(
1 +

√
2
)
y − y ln

(
y +

√
y2 + 1

))
dy

=
ln
(
1 +

√
2
)

2
−
� 1

0

y ln
(
y +

√
y2 + 1

)
dy
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=
ln
(
1 +

√
2
)

2
−
� ln(1+

√
2)

0

t sinh t cosh tdt

=
ln
(
1 +

√
2
)

2
−
� ln(1+

√
2)

0

e2t − e−2t

16
2td(2t)

=
ln
(
1 +

√
2
)

2
−
� 2 ln(1+

√
2)

0

et − e−t
16

tdt

=
ln
(
1 +

√
2
)

2
− t (et + e−t)

16

∣∣∣∣2 ln(1+
√
2)

0

+

� 2 ln(1+
√
2)

0

et + e−t
16

dt

=

√
2− ln

(
1 +

√
2
)

4

(4)
�

x2+y2+z2⩽1

z ln
(
x2 + y2 + z2 + 1

)
x2 + y2 + z2 + 1

dxdydz.

解: 设 (x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, z) , r ∈ [0, 1], θ ∈ [0., 2π], dxdydz =

∣∣∣∣∂(x, y, z)∂(r, θ, z)

∣∣∣∣ drdθdz = rdrdθdz，

于是

�

x2+y2+z2⩽1

z ln
(
x2 + y2 + z2 + 1

)
x2 + y2 + z2 + 1

dxdydz

=2π

� 1

−1

z ln
(
r2 + z2 + 1

)
r2 + z2 + 1

dz
� √

1−z2

0

rdr

=2π

� 1

1

1

4
d
(
ln
(
r2 + z2 + 1

)) � √
1−z2

0

rdr

=0

3 计算由
√
|x|+

√
|y| = 1 所围成的闭区域的面积.

解: 设 D =
{
(x, y)|

√
|x|+

√
|y| ⩽ 1

}
，设变换：x, y ⩾ 0 时 (x, y) =

(
u2, v2

)
, dxdy =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ =

4uvdudv，由对称性：

σ (D) =4

� 1

0

du
� 1−u

0

4uvdv

=8

� 1

0

u (1− u)
2 du

=
2

3

4 计算由
(
x2 + y2 + z2

)2
= z2 围成的立体的体积.

解: 设 (x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)，代入
(
x2 + y2 + z2

)2 ⩽ z2 得 0 ⩽ r ⩽ | cos θ|, θ ∈
[0, π], φ ∈ [0, 2π]，于是：

V =

� 2π

0

dφ
� π

0

sin θdθ
� | cos θ|

0

r2dr

=2π

� π

0

sin θ| cos3 θ|
3

dθ

=
4π

3

� π
2

0

sin θ cos3 θdθ

=
π

3
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5 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，试证：对于任意 x ∈ (a.b)，有

� x

a

dx1
� x1

a

dx2 · · ·
� xn

a

f(xn+1)dxn+1 =
1

n!

� x

a

(x− y)nf(y)dy, n ∈ N+

证明: 下用数学归纳法证明其成立：
当 n = 0 时，易见：

� x

a

f(x1)dx1 =
1

1!

� x

a

(x− y)0f(y)dy 成立。

假设 n = m− 1 时成立，那么当 n = m 时：
� x

a

dx1
� x1

a

dx2 · · ·
� xm

a

f(xm+1)dxm+1

=

� x

a

(
1

(m− 1)!

� u

a

(u− y)m−1f(y)dy
)

du

=

� x

a

f(y)dy
� x

y

(u− y)m−1

(m− 1)!
du

=

� x

a

1

m!
(x− y)mf(y)dy

6 计算下述积分： �

V

cosxdxdydz,
�

V

cos (ax+ by + cz) dxdydz

其中 V 是单位球体 x2 + y2 + z2 ⩽ 1，a, b, c 为常数，满足 a2 + b2 + c2 = 1.

解: (1)
�

V

cosxdxdydz

=

� 1

−1

cosxdx
�
B(O,

√
1−x2)

dydz

=π

� 1

−1

(
1− x2

)
d sinx

=2π sin 1− π
((
x2 − 2

)
sinx+ 2x cosx

)∣∣1
−1

=4π (sin 1− cos 1)

解: (2) 注意到：a2 + b2 + c2 = 1，所以设变换 φ :


u

v

w

 =


a b c

b −a 0

ac bc −a2 − b2



x

y

z

，易知 φ 是正

交变换，所以 dxdydz = dudvdw，V ′ = B (O, 1)，于是

�

V

cos (ax+ by + cz) dxdydz

=

�

V ′

cosududvdw

=4π (sin 1− cos 1)

15.6 中国科学技术大学 2012-2013 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
三次测验

1 已知向量场 v =
(
2xz, 2yz2, x2 + 2y2z − 1

)
.
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(1) 求 v 的旋度 rotv.

解:
rotv = ∇× v = 0i+ 0j + 0k = 0

(2) 问 v 是否是一个有势场？若是，求出 v 的一个势函数.

解: 由于 v 可以在 R3 上有定义，且 rotv = 0，所以是有势场. 设 ϕ(x, y, z) 为 v 的势函数，于是：

ϕ(x, y, z) =

� x

0

0dt+
� y

0

0dt+
� z

0

(
x2 + 2y2t− 1

)
dt+ ϕ(0, 0, 0)

=x2z + y2z2 − z + C

2

(1) 求向量场 v = (z, x, y) 沿曲线 r(t) = (a cos t, a sin t, at) , t ∈ [0, 2π] 的第二型曲线积分，t 是曲线的

正向参数.

解:
�
L

v · dr

=

� 2π

0

(at, a cos t, a sin t) · (−a sin t, a cos t, a) dt

=a2
� 2π

0

(
cos2 t+ (1− t) sin t

)
dt

=a2π − a2
� 2π

0

t sin tdt

=a2π − 2πa2

=− a2π

(2) 设曲面 S =
{
z = a2 − x2 − y2

∣∣x2 + y2 ⩽ a2
}
，S 的定向与 z 轴正向同向，求积分

�

S

r · dS，其中

r = (x, y, z).

解: 设 V 是 S 与 Oxy 平面围成的区域，由 Gauss 公式：
�

S

r · dS

=

�

V

∇ · vdV +

�

B(O,|a|)

r · dS

=3

�

V

dV + 0

=3

� 2π

0

dθ
� |a|

0

rdr
� a2−r2

0

dz

=3π

� |a|

0

(
a2 − r2

)
d
(
r2
)

=
3

2
a2π
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3 设 a > b > 0，求椭圆

{
x2

a2
+
y2

b2
⩽ 1

}
与椭圆盘

{
x2

b2
+
y2

a2
⩽ 1

}
公共部分的面积.

解: 注意到：a > b > 0，由对称性，设 S = { (x, y) ∈ E1|x ⩾ y ⩾ 0}，∂S 以逆时针为正向，由 Green 公
式：

S (E1 ∩ E2) =8

�

S

dxdy

=8

�

∂S

xdy

=8

� (0,0)

ab√
a2+b2

, ab√
a2+b2

xdy + 8

�
ℓ

xdy

=8ab

� arcsin b√
a2+b2

0

cos2 θdθ − 8

� ab√
a2+b2

0

xdx

=4ab

� arcsin b√
a2+b2

0

(1 + cos 2θ) dθ − 4a2b2

a2 + b2

=4ab arcsin b√
a2 + b2

+ 2ab sin
(
2 arcsin b√

a2 + b2

)
− 4a2b2

a2 + b2

=4ab arcsin b√
a2 + b2

4 设 f 是 (0,+∞) 上的光滑函数，向量场 v = f(r)r，其中 r = (x, y, z), r = |r|.

(1) 证明 v 是无旋场.

证明: v = f
(√

x2 + y2 + z2
)
(xi+ yj + zk) = P i+Qj +Rk，于是：

∂P

∂y
=

xy√
x2 + y2 + z2

f ′
(√

x2 + y2 + z2
)
=
∂Q

∂x

同理，有：
∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,
∂P

∂z
=
∂R

∂x
，因此：

rotv = ∇× v =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k = 0

(2) 若 divv = 0，求 f .

解:

⇐⇒ f +
x2√

x2 + y2 + z2
f ′ + f +

y2√
x2 + y2 + z2

f ′ + f +
z2√

x2 + y2 + z2
f ′ = 0

⇐⇒ 3f(r) + rf ′(r) = 0

=⇒ f = Cr−3, C ∈ R

5 设 v 是定义在区域 Ω =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣14 < x2 + y2 + z2 <
5

4

}
上的光滑向量场，曲面

S =
{
x2 + y2 + z2 = 1

}
，正向为外法向，证明：

�

S

rotv · dS = 0.

解: 在球坐标系中，设 v = Vrer + Vθeθ + Vφeφ，有：

∇× v =
1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
er reθ r sin θeφ
∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ

Vr rVθ r sin θVφ

∣∣∣∣∣∣∣∣
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注意到：S 上 (r, θ, φ) 处的单位外法向量为 er，因此：�

S

rotv · dS =

�

S

1

r2 sin θ

(
∂

∂θ
(r sin θVφ)−

∂

∂φ
(rVθ)

)
dS

=

� 2π

0

dφ
� π

0

(
∂

∂θ
(r sin θVφ)−

∂

∂φ
(rVθ)

)
dθ

=

� 2π

0

(r sin θVφ)
∣∣θ=π
θ=0

dφ−
� π

0

(rVθ)
∣∣φ=2π

φ=0
dθ

=0

这是因为 (r sin θVφ)θ=0 = (r sin θVφ)θ=π , (rVθ)φ=0 = (rVθ)φ=2π

6 设 u是定义在 R3 上的光滑函数，v 是 R3 的光滑向量场；Ω是 R3 的一个有界区域，它的边界 S = ∂Ω

是光滑曲面，并且函数 u 满足：u(x, y, z) ≡ C, ∀(x, y, z) ∈ S，证明：�

Ω

(rotv · gradu) dxdydz = 0

证明: 注意到 ∇ · (a× b) = ∇× a · b−∇× b · a，所以：

rotv · gradu = (∇× v) · ∇u = ∇ · (v ×∇u) +∇×∇u · v = ∇ · (v ×∇u)

由 Gauss 公式： �

Ω

(rotv · gradu) dxdydz

=

�

∂Ω

v ×∇u · dS

=

�
∂Ω

∇u× dS · v

=0

这是因为 u(x, y, z) ≡ C, ∀(x, y, z) ∈ S，且 S 光滑，有切平面和外法向量场 n，于是 ∇u ‖ n，所以

∇u× dS = 0.

15.7 中国科学技术大学 2012-2013 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
四次测验

1 将函数 f(x) =

 1, |x| < 1

0, 1 ⩽ |x| < π
展开成 Fourier 级数，并求

∞∑
n=1

sin2 n

n2
.

解: 以 2π 为周期将 f(x) 进行周期延拓，易知 f(x) 是偶函数，所以：

an =
2

π

� π

0

f(x) cosnxdx =
2

π

� 1

0

cosnxdx =

 2
π , n = 0

2 sinn
nπ , n ∈ N+

=⇒ f(x) ∼ 1

π
+

2

π

∞∑
n=1

sinn cosnx
n

=⇒ 1 =

� 1

0

f(x)dx =
1

π
+

2

π

∞∑
n=1

� 1

0

sinn cosnx
n

dx =
1

π
+

2

π

∞∑
n=1

sin2 n

n2

=⇒
∞∑
n=1

sin2 n

n2
=
π − 1

2
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2 求函数 f(x) =

 0, |x| > 1

1, |x| < 1
的 Fourier 变换，并计算

� +∞

0

sinx cos x2
x

dx.

解: 因为
� +∞

−∞
|f(x)|dx = 2，所以可以进行 Fourier 变换。f(x) 的 Fourier 变换为：

F [f ](λ) =

� +∞

−∞
f(x)e−iλξdξ =

� 1

−1

e−iλξdξ =
� 1

−1

cos(λξ)dξ =

 2, λ = 0

2
λ sinλ, λ 6= 0

注意到：F [f ](λ) 是偶函数，所以：

2

π

� +∞

0

sinλ cos(λx)
λ

dλ =


1, x ∈ (−1, 1)

1
2 , x = ±1

0, |x| > 1

取 x = 1
2，即得： � +∞

0

sinx cos x2
x

dx =
π

2

3 研究 p 的取值范围使得广义积分

� +∞

0

sinx
xp

dx 绝对收敛、条件收敛；请说明原因。

解: � +∞

0

sinx
xp

dx =

� 1

0

sinx
xp

dx+

� +∞

1

sinx
xp

dx ≜ I1 + I2

因为 I1 仅有 x = 0 为瑕点，又
sinx
xp

∼ 1

xp−1
(x → 0+)，所以 I1 收敛当且仅当 p − 1 < 1，也即

p < 2.
当 p < 2 时，考虑 I2.

当 p ∈ (0, 2) 时：

∣∣∣∣∣
� A

1

sinxdx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2，

1

xp
单调递减趋于 0，所以由 Dirichlet 判别法知积分条件收敛。

当 p ⩽ 0 时，

∣∣∣∣∣
� (n+1)π

nπ

sinx
xp

dx
∣∣∣∣∣ ⩾ 2，所以积分不收敛。

当 p ∈ (1, 2) 时，由于

� +∞

1

∣∣∣∣ sinxxp
∣∣∣∣ dx < � +∞

1

dx
xp

=
1

p− 1
，所以绝对收敛。

当 p ∈ (0, 1] 时，由于

� +∞

1

∣∣∣∣ sinxxp
∣∣∣∣ dx ⩾

� +∞

1

sin2 x

xp
dx =

1

2

� +∞

1

dx
xp

− 1

2

� +∞

1

cos 2x
xp

dx. 同理知

1

2

� +∞

1

cos 2x
xp

dx 收敛，但 1

2

� +∞

1

dx
xp

= +∞，所以不绝对收敛。

综上所述，p ∈ (1, 2) 时绝对收敛，p ∈ (0, 1] 时条件收敛。

4 设 f(x) 在 [0, 1] 连续且 f(x) > 0，研究函数 g(y) =

� 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx 的连续性。

解: 因为
yf(x)

x2 + y2
对于 y 6= 0 连续，所以 g(y) 在 R\{0} 连续。下面考虑 y = 0 处 g(y) 的连续性。由于

f(x) 在 [0, 1] 连续恒正，所以设 0 < inf
x∈[0,1]

f(x) = m ⩽M = sup
x∈[0,1]

f(x). 因为 g(0) = 0, f(x) > 0，所以：

lim
y→0

|g(y)− g(0)| = lim
y→0+

� 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx

因为 ∀y ∈ (0, 1)： � 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx ⩾ m

� 1

0

y

x2 + y2
dx = m arctan 1

y
⩾ mπ

4

所以 g(y) 在 y = 0 处不连续，在 (0, 1] 连续。
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5 计算

� +∞

0

e−x − e−2x

x
cosxdx.

解: � +∞

0

e−x − e−2x

x
cosxdx =

� +∞

0

dx
� −1

−2

exy cosxdy

因为 ∀y ∈ [−1,−2]，

∣∣∣∣∣
� A

0

cosxdx
∣∣∣∣∣ < 1，exy 单调递减一致趋于 0，所以

� +∞

0

exy cosxdx 一致收敛。于

是含参反常积分可以交换顺序：

� +∞

0

e−x − e−2x

x
cosxdx =

� +∞

0

dx
� −1

−2

exy cosxdy

=

� −1

−2

dy
� +∞

0

exy cosxdx

=

� −1

−2

(
sinx+ y cosx

y2 + 1
exy
∣∣∣∣x=+∞

x=0

)
dy

=−
� −1

−2

y

y2 + 1
dy

=
ln 5− ln 2

2

6 试利用 Euler 积分来计算
� +∞

0

x
1
4

(1 + x)2
dx.

解:
� +∞

0

x
1
4

(1 + x)2
dx

t= 1
x+1

======

� 1

0

(
1− t

t

) 1
4

t2
dt
t2

=

� 1

0

t−
1
4 (1− t)

1
4 dt

=B

(
3

4
,
5

4

)
=
Γ
(
3
4

)
Γ
(
5
4

)
Γ (2)

=
1

4
Γ

(
3

4

)
Γ

(
1

4

)
=

π

2
√
2

7 设：

(1) f(x) 在 [a,+∞) 上可微且单调下降趋于 0；

(2)
� +∞

a

f(x)dx < +∞；

(3) f ′(x) 在 [a,+∞) 上可积。

则

� +∞

a

xf ′(x)dx 收敛。

证明: 因为 � +∞

a

xf ′(x)dx =

� +∞

a

xdf(x) = xf(x)

∣∣∣∣+∞

a

−
� +∞

a

f(x)dx

所以等价于证明 lim
x→+∞

xf(x) 存在。
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由 Cauchy 收敛准则， lim
x→+∞

� 2x

x

f(t)dt = 0，又因为

� 2x

x

f(t)dt ⩾ xf(2x) ⩾ 0，所以由夹逼定理，

lim
x→+∞

xf(2x) = 0，于是 lim
x→+∞

xf(x) = 0.

15.8 中国科学技术大学 2012-2013 学年第二学期 数学分析 (B2) 期
末测验

1 设 u = u(x, y), v = v(x, y) 是由下面的方程 u2 + v2 + x2 + y2 = 1

u+ v + x+ y = 0

所确定的函数，求 ∂(u,v)
∂(x,y) .

解:

 u2(x, y) + v2(x, y) + x2 + y2 = 1

u(x, y) + v(x, y) + x+ y = 0
=⇒



u∂u∂x + v ∂v∂x + x = 0

u∂u∂y + v ∂v∂y + y = 0

∂u
∂x + ∂v

∂x + 1 = 0

∂u
∂y + ∂v

∂y + 1 = 0

⇐⇒

(
u v

1 1

)(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
=

(
−x −y
−1 −1

)
由 Binet-Cauchy 公式：

∂(u, v)

∂(x, y)
=
x− y

u− v

2 计算积分

� √
π

0

dy
� √

π

y

x2 sin(xy)dx.

解: 代换：

 u = x

v = y
x

，于是：(u, v) ∈ [0,
√
π]× [0, 1]，且：

∣∣∣∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ = u，于是：

� √
π

0

dy
� √

π

y

x2 sin(xy)dx

=

� 1

0

dv
� √

π

0

u3 sin(u2v)du

=

� 1

0

dv
� √

π

0

u2

2
sin(u2v)du2

=
1

2

� 1

0

dv
� π

0

u sin(uv)du

=
1

2

� π

0

du
� 1

0

sin(uv)udv

=
1

2

� π

0

(1− cosu) du

=
π

2
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3 计算抛物线 2x = y2 与直线 y = 2x− 2 所围成的区域的面积。

解:  2x = y2

y = 2x− 2
⇐⇒

 x = 1
2

y = −1
,

 x = 2

y = 2

由 Green 公式，设围成的区域为 S，则：

S =

�
S

dxdy

=

�
∂S

xdy

=−
� 2

−1

y2 − y − 2

2
dy

=
15

4

4 求常数 a 使得向量场 F =
(
x2 + 5ay + 3yz, 5x+ 3axz − 2, (a+ 2)xy − 4z

)
是有势场，并求出此时的

势函数。

解: F 定义域为 R3，所以 F 是有势场等价于 ∇ · F = 0，也即：∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 + 5ay + 3yz 5x+ 3axz − 2 (a+ 2)xy − 4z

i j k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

解得：a = 1，于是 F =
(
x2 + 5y + 3yz, 5x+ 3xz − 2, 3xy − 4z

)
. 设 (0, 0, 0) 处势能为 C，则势函数为：

φ(x, y, z) =C +

� x

0

t2dt+
� y

0

(5x− 2) dt+
� z

0

(3xy − 4t) dt

=C +
x3

3
+ 5xy − 2y + 3xyz − 2z2, C ∈ R

6 求证 f(x) =

� +∞

0

cos t
1 + (x+ t)2

dt 在 0 ⩽ x < +∞ 有二阶连续导数且满足微分方程 f ′′(x) + f(x) =

2x
(1+x2)2

.

证明: 因为：
� A

0

cos tdt 对 x 一致有界， 1
1+(x+t)2 对 x ⩾ 0 单调递减一致趋于 0，所以由 Dirichlet 判别

法知 f(x) 一致收敛。注意到：

∂

∂x

1

1 + (x+ t)2
=

∂

∂t

1

1 + 1 + (x+ t)2

考虑：

f ′(x) =

� +∞

0

d
dx

cos t
1 + (x+ t)2

dt

=

� +∞

0

cos t d
dx

1

1 + (x+ t)2
dt

=
cos t

1 + (x+ t)2

∣∣∣∣t=+∞

t=0

+

� +∞

0

sin t
1 + (x+ t)2

dt

=− 1

1 + x2
+

� +∞

0

sin t
1 + (x+ t)2

dt

由 Dirichlet 判别法，易见其一致收敛，所以 f ′(x) 一致收敛。考虑：

f ′′(x) =
2x

(1 + x2)
2 +

� +∞

0

d
dx

sin t
1 + (x+ t)2

dt
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=
2x

(1 + x2)
2 +

� +∞

0

sin t d
dt

sin t
1 + (x+ t)2

dt

=
2x

(1 + x2)
2 +

sin t
1 + (x+ t)2

∣∣∣∣t=+∞

t=0

−
� +∞

0

cos t
1 + (x+ t)2

dt

=
2x

(1 + x2)
2 −

� +∞

0

cos t
1 + (x+ t)2

dt

由 Dirichlet 判别法，易见其一致收敛，所以 f ′′(x) 一致收敛。于是：

f ′′(x) + f(x) =
2x

(1 + x2)
2

证明: 因为：
� A

0

cos tdt 对 x 一致有界， 1
1+(x+t)2 对 x ⩾ 0 单调递减一致趋于 0，所以由 Dirichlet 判别

法知 f(x) 一致收敛。

f(x) =

� +∞

x

cos(t− x)

1 + t2
dt = cosx

� +∞

x

cos t
1 + t2

dt+ sinx
� +∞

x

sin t
1 + t2

dt

同理，易知

� +∞

0

cos t
1 + t2

dt = π

2e ,
� +∞

0

sin t
1 + t2

dt 绝对收敛，于是
� +∞

x

cos t
1 + t2

dt,
� +∞

x

sin t
1 + t2

dt 关于 x

绝对一致收敛。

f ′(x) =− sinx
� +∞

x

cos t
1 + t2

dt− cosx cosx
1 + x2

+ cosx
� +∞

x

sin t
1 + t2

dt− sinx sinx
1 + x2

=− sinx
� +∞

x

cos t
1 + t2

dt+ cosx
� +∞

x

sin t
1 + t2

dt− 1

1 + x2

f ′′(x) =− cosx
� +∞

x

cos t
1 + t2

dt− sinx
� +∞

x

sin t
1 + t2

dt+ 2x

(1 + x2)
2

=⇒ f ′′(x) + f(x) =
2x

(1 + x2)
2

7 设 D 是 xOy 平面上有限条逐段光滑曲线围成的区域，f(x, y) 在 D 上有二阶连续偏导数，且满足方

程
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 2a

∂f

∂x
+ 2b

∂f

∂y
+ cf

其中 a, b, c 为常数且 c ⩾ a2 + b2. 求证：若 f 在 ∂D 上恒为零，则 f 在 D 上恒为零。

证明: 由 Green 公式，当 f 在 ∂D 上恒为零时：

0 =

�
∂D

f
∂f

∂n
ds

=

�
∂D

f∇f · nds

=

�
∂D

f∇f · (dyi− dxj)

=

�
∂D

f

(
∂f

∂x
dy − ∂f

∂y
dx
)

=

�
D

(
∂

∂x

(
f
∂f

∂x

)
+

∂

∂y

(
f
∂f

∂y

))
dxdy

=

�
D

((
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ f∆f

)
dxdy
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=

�
D

((
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 2af
∂f

∂x
+ 2bf

∂f

∂y
+ cf2

)
dxdy

=

�
D

((
∂f

∂x
− af

)2

+

(
∂f

∂y
− bf

)2

+
(
c− a2 − b2

)
f2

)
dxdy

⩾0

因为 f 在 D 上连续，所以当且仅当 f
∣∣
D

= 0 时取等。

15.9 中国科学技术大学 2013-2014 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
一次测验

1 概念题：

(1) 叙述 n 元函数 z = f(x) = f(x1, x2, · · · , xn) 在其定义域 D 中一点 x 可微的定义。

解: 如果存在 a ∈ Rn 使得：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀y ∈ B (x, δ) ∩D, |f(y)− a (y − x)| < ε

那么 f 在 x ∈ D 处可微。

(2) 叙述二元函数 f(x, y) 在 (x0, y0) 沿方向 e = (u0, v0) 的方向导数的定义。

解: 若 lim
t→0

f(x0 + tu0, y0 + tv0)− f(x0, y0)

t
存在，则二元函数 f 在 (x0, y0) 处沿方向 e = (u0, v0) 的方

向导数存在。

2 下面的函数在原点的连续性如何，偏导数是否存在，是否可微？

f(x, y) =


(
x2 + y2

)
sin 1√

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

解: 因为 lim
x→0
y→0

(
x2 + y2

)
sin 1√

x2+y2
= 0，所以在原点连续。

因为 lim
x→0+

x2 sin 1√
x2

x = 1, lim
x→0−

x2 sin 1√
x2

x = −1，所以对 x 的偏导数不存在，同理，对 y 的偏导数同

样不存在。

由于偏导数不存在，所以不可微。

3 求函数 f(x, y) = (1 + ey) cosx− yey 的极值点。

解: f ′x(x, y) = − (1 + ey) sinx, f ′y(x, y) = − (y + 1− cosx) ey. 令 f ′x = f ′y = 0，得：

 x = kπ, k ∈ Z

y + 1− cosx = 0
.

于是，极值点为：
(
kπ, (−1)k − 1

)
, k ∈ Z.
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4 求函数 f(x, y) =
x

a
+
y

b
在条件 x2 + y2 = 1 之下的极值。

解: 由 Lagrange 乘数法，令：
1
a = 2λx

1
b = 2λy

x2 + y2 = 1

=⇒

 x = b√
a2+b2

y = a√
a2+b2

 x = − b√
a2+b2

y = − a√
a2+b2

因为 f(x, y) 在 R 上连续，所以在 x2 + y2 = 1 上取到最大值和最小值，又因为 f(x, y) 在 x2 + y2 = 1 上

非常值，因此取到极大值和极小值，2 个极值为：

f

(
b√

a2 + b2
,

a√
a2 + b2

)
=

√
a2 + b2

ab
, f

(
− b√

a2 + b2
,− a√

a2 + b2

)
= −

√
a2 + b2

ab

5 求常数 c 使得变换

 u = 2x+ y

v = x+ cy
将方程 2

∂2z

∂x2
− 5

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2
= 0 化简为

∂2z

∂u∂v
= 0.(假设偏导

数连续)

解: 因为

 u = 2x+ y

v = x+ cy
，所以：

 ∂z
∂x = 2 ∂z∂u + ∂z

∂v

∂z
∂y = ∂z

∂u + c∂z∂v

，因此：

0 =2
∂2z

∂x2
− 5

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2

=8
∂2z

∂u2
+ 8

∂2z

∂u∂v
+ 2

∂2z

∂v2
− 5

(
2
∂2z

∂u2
+ (2c+ 1)

∂2z

∂u∂v
+ c

∂2z

∂v2

)
+ 2

∂2z

∂u2
+ 4c

∂2z

∂u∂v
+ 2c2

∂2z

∂v2

=(3− 6c)
∂2z

∂u∂v
+
(
2− 5c+ 2c2

) ∂2z
∂v2

所以

 3− 6c 6= 0

2− 5c+ 2c2 = 0
=⇒ c = 2

6 求在 R2 上满足方程组


∂f
∂x = af

∂f
∂y = bf

的二元可微函数 f(x, y)，其中 a, b 是常数。

解: 设 f(0, 0) = C，那么：
∂f(x, 0)

∂x
= af(x, 0) =⇒ f(x, 0) = Ceax

固定 x，因为 ∂f(x,y)
∂y = bf(x, y)，所以：

f(x, y) = Ceaxeby = Ceax+by

7 设 z = z(x, y) 是由方程 ax+ by+ cz = φ
(
x2 + y2 + z2

)
所确定的隐函数，其中 φ 是一个可微的一元

函数，a, b, c 是常数。求证：

(cy − bz)
∂z

∂x
+ (az − cx)

∂z

∂y
= bx− ay

解:

 a+ c ∂z∂x =
(
2x+ 2z ∂z∂x

)
φ′

b+ c ∂z∂y =
(
2y + 2z ∂z∂y

)
φ′

, c 6= 0. =⇒


∂z

∂x
=
a− 2xφ′

2zφ′ − c
∂z

∂y
=
b− 2yφ′

2zφ′ − c

. 因此只需证：

(cy − bz)(a− 2xφ′) + (az − cx)(b− 2yφ′) + (bx− ay)(c− 2zφ′) = 0

易见，成立。
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15.10 中国科学技术大学 2013-2014 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
三次测验

1 求向量场 v = (y, z, x) 沿曲线 r(t) = (a cos t, a sin t, bt) , t ∈ [0, 2π] 的曲线积分，t 是曲线的正向参数，

a, b 为正的常数。

解:
�
L

r · dr =

� 2π

0

v (r(t)) · r′(t)dt

=

� 2π

0

(a sin t, bt, a cos t) · (−a sin t, a cos t, b) dt

=a

� 2π

0

(
−a sin2 t+ b(t+ 1) cos t

)
dt

=− a2π

2 计算积分

�

Σ

|y|
√
zdS，其中 Σ 为曲面 z = x2 + y2 (z ⩽ 1).

解:
�

Σ

|y|
√
zdS =

�

B(O,1)

|y|
√
x2 + y2dS

=

� 1

0

rdr
� 2π

0

r| sin θ|rdθ

=

� 1

0

r3dr
� 2π

0

| sin θ|dθ

=
1

4
× 4

=1

3 已知向量场 v =
(
x2 − 2yz, y2 − 2xz, 3z2 − 2xy − 1

)
，判断：v 是否是一个保守场？若是，求出 v 的

一个势函数。

解: 易知 v 是定义在单连通区域 R3 上的向量场，又因为：

∇× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 − 2yz y2 − 2xz 3z2 − 2xy − 1

i j k

∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−2x+ 2x) i+ (−2y + 2y) j + (−2z + 2z)k

=0

所以 v 是保守场。设 v 的一个势函数是 φ(x, y, z)，设 φ(0, 0, 0) = C，那么：

φ(x, y, z) =

� x

0

v(t, 0, 0) · idt+
� y

0

v(x, t, 0) · jdt+
� z

0

v(x, y, t) · kdt+ C

=

� x

0

t2dt+
� y

0

t2dt+
� z

0

(
3t2 − 2xy − 1

)
dt+ C

=
x3

3
+
y3

3
+ z3 − 2xyz − z + C
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4 计算曲线积分

�
L

xdy − ydx
x2 + y2

，其中 L 是沿曲线 x2 = 2(y + 2) 从点 A
(
−2

√
2, 2
)
到点 B

(
2
√
2, 2
)
的

一段。

解: 设区域 D = {(x, y)|y ⩽ 2 ∧ x2 ⩽ 2(y + 2)}，因为：

∂

∂x

x

x2 + y2
− ∂

∂y

−y
x2 + y2

= 0

所以 v(x, y) = xj−yi
x2+y2 是 R2\(0, 0) 的保守场，由 Stokes 定理，任取 ϵ ∈ (0, 1)：

�
L

xdy − ydx
x2 + y2

=

 �

∂(D\B(O,ϵ))

+

�

∂B(O,ϵ)

+

�

LAB

 xdy − ydx
x2 + y2

=0 +

�

∂B(O,ϵ)

xdy − ydx
x2 + y2

− 2

� 2
√
2

−2
√
2

dx
x2 + 22

=

� 2π

0

ϵ2
(
cos2 θ + sin2 θ

)
dθ

ϵ2
− 2 arctan

√
2

=2π − 2 arctan
√
2

5 设矢量 r = xi+ yj + zk，并记 r = |r|，证明：
�

Ω

r2dV =
1

5

�

S

r2r · ndS

其中 Ω 是由闭曲面 S 所包围的不含原点的空间区域，n 是曲面 S 的单位外法向。

证明: 由 Stokes 公式：

1

5

�

S

r2r · ndS =
1

5

�

S

r2r · dS

=
1

5

�

Ω

∇ ·
(
r2r
)
dV

=
1

5

�

Ω

∇ ·
((
x2 + y2 + z2

)
(xi+ yj + zk)

)
dxdydz

=
1

5

�

Ω

∑
cyc

(
3x2 + y2 + z2

)
dxdydz

=

�

Ω

r2dV

6 设 Ω ∈ R3 是有界闭区域，其边界 ∂Ω 为光滑曲面，n 是 ∂Ω 的单位外法向。设光滑函数 u 是 Ω 上的

调和函数，且满足边界条件 [
αu+

∂u

∂n

] ∣∣∣∣
∂Ω

= 0

其中 α > 0 为常数。证明：u 在 Ω 上恒为零。

证明: 由于有界闭区域上的调和函数最大值和最小值必定在边界上取到，所以：
不妨设在 A ∈ ∂Ω 处 u 取到最大值，也即 u(A) = max

Ω
u，那么必有 ∇u(A) 在 A 处与 ∂Ω 垂直且向

外，于是 ∂u
∂n ⩾ 0，所以 max

Ω
u ⩽ 0；同理，min

Ω
u ⩾ 0，于是 max

Ω
u = min

Ω
u = 0. 所以 u

∣∣
Ω
= 0.
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15.11 中国科学技术大学 2013-2014 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
四次测验

1 论述：

(1) 有限闭区间 [a, b] 上的可积且平方可积的函数一定是绝对可积的，这个命题是否成立？如成立，请

证明；否则给出反例。

解: 成立。
由 Cauchy 不等式：∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f (ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑
k=1

|f (ξk)|∆xk ⩽

√√√√ n∑
k=1

f2 (ξk)∆xk

√√√√ n∑
k=1

∆xk =
√
b− a

√√√√ n∑
k=1

f2 (ξk)∆xk

又因为：

sup
x′,x′′∈[xk−1,xk]

||f(x′)| − |f(x′′)|| ⩽ sup
x′,x′′∈[xk−1,xk]

|f(x′)− f(x′′)|

所以 f 在 [a, b] 绝对可积。

(2) 把函数 f(x) = x3 在区间 [1, 2] 上按周期 1 进行 Fourier 展开，那么得到的 Fourier 级数收敛域是什
么？在这个收敛域上级数是否一致收敛？这个级数在 x = 0 处的值是多少？

解: 由 Dirichlet 收敛定理，f(1) = 1 6= f(2) = 8，所以 f 的 Fourier 级数收敛域是 R，不一致收敛，在
x = 0 处值为 1+8

2 = 9
2 .

2 设 f(x) = |x|, x ∈ [−π, π].

(1) 把 f 延拓到整个直线上，成为周期为 2π 的函数，写出延拓后函数的定义。

解:
f(x) = 2π

{
x+ π

2π

}
− π, x ∈ R

(2) 计算出 f(x) 在 [−π, π] 上展开得到的 Fourier 级数。

解: 由于 f 是偶函数，所以 bn = 0.

an =
2

π

� π

0

x cosnxdx =

 π, n = 0

2(−1)n−2
πn2 , n ∈ N+

=


π, n = 0

0, n = 2k, k ∈ N+

− 4
π(2k−1)2 , n = 2k − 1.k ∈ N+

=⇒ f(x) ∼ π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

(3) 上述 Fourier 级数是否收敛？若收敛，极限是什么？说明理由。

解: 因为 f(x) 在 [−π, π] 连续，且 f(−π) = f(π)，所以收敛，在 R 上一致收敛到 2π

{
x+ π

2π

}
− π.
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3 设 f 在 [−π, π] 上可导，f ′ 可积且平方可积，如果 f(−π) = f(π)，证明：

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

nbn = 0

其中 an 和 bn 为 f 在 [−π, π] 上的 Fourier 系数。

证明: 因为 f ′ 可积且平方可积，考虑 f ′ 的 Fourier 级数：

f ′(x) ∼ a′0
2

+

∞∑
n=1

(a′n cosnx+ b′n sinnx)

由 Parseval 等式：
a′20
2

+

∞∑
n=1

(
a′2n + b′2n

)
=

1

π

� π

−π
f ′2(x)dx

所以必有：

lim
n→∞

a′n = lim
n→∞

b′n = 0

又因为当 n ∈ N+ 时：

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx

=
1

nπ

� π

−π
f(x)d sinnx

=
1

nπ
f(x) sinnx

∣∣∣∣π
−π

− 1

nπ

� π

−π
f ′(x) sinnxdx

=− b′n
n

同理：

bn =
a′n
n

所以：

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

nbn = 0

4 考虑函数族：N1(x) =

 1, 0 ⩽ x < 1

0, else
, Nm(x) =

� 1

0

Nm−1(x− t)dt,m ⩾ 2.

(1) 证明：Nm(x) = N1(x) ∗N1(x) ∗ · · · ∗N1(x)︸ ︷︷ ︸
m项

，其中 ∗ 表示卷积运算。

证明: 因为：

Nm(x) =

� +∞

−∞
Nm−1(x− t)N1(t)dt = Nm−1(x) ∗N1(x)

所以：Nm(x) = N1(x) ∗N1(x) ∗ · · · ∗N1(x)︸ ︷︷ ︸
m项

.

(2) 给出 Nm(x) 的 Fourier 变换 F [Nm](λ).

证明: 因为函数卷积的 Fourier 变换等于函数 Fourier 变换的乘积，也即有：

F [Nm](λ) =

� +∞

−∞
Nm(x)e−iλxdx

=

� +∞

−∞

(� +∞

−∞
Nm−1(x− t)N1(t)dt

)
e−iλxdx
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=

� +∞

−∞
N1(t)dt

� +∞

−∞
Nm−1(x− t)e−iλxdx

=

� +∞

−∞
N1(t)dt

� +∞

−∞
Nm−1(u)e−iλ(t+u)du

=

� +∞

−∞
N1(t)e−iλtdt

� +∞

−∞
Nm−1(u)e−iλudu

=F [N1](λ)F [Nm−1](λ)

= · · ·

=F [N1]
m(λ)

=

(� 1

0

e−iλtdt
)m

=
(
e−λi − 1

)m im
λm

(3) 当 m ∈ N+ 时，F [Nm](λ) 经 Fourier 逆变换的结果是什么？请说明理由。

解:

1

2π

� +∞

−∞
F [Nm](λ)eiλxdλ

=
im
2π

� +∞

−∞

(
e−iλ − 1

)m eiλx

λm
dλ

=
im
2π

� +∞

−∞
(cosλ− 1− i sinλ)m eiλx

λm
dλ

=
(−1)m

2π

� +∞

−∞

(
ei λ2 − e−i λ2

)m
ei(m

2 +x)λ

λm
dλ

=
(−1)m

2π

� +∞

0


(
ei λ2 − e−i λ2

)m (
ei(m

2 +x)λ + e−i(m
2 +x)λ

)
λm

dλ

=
(−2)m

π

� +∞

0

sinm λ
2 cos (2x+m)λ

2

λm
dλ

5 考虑函数 f(x) = e−βx，其中 β > 0, x > 0.

(1) 计算出 f(x) 的 Fourier 正弦变换的表达式；

解:

GO[f ](λ) =2

� +∞

0

e−βx sinλxdx

=

� +∞

0

e−βx eiλx − e−iλx

i dx

=− i
� +∞

0

(
e(iλ−β)x − e(−iλ−β)x

)
dx

=− i
(

1

−iλ− β
− 1

iλ− β

)
=

1

λ− iβ +
1

λ+ iβ

=
2λ

λ2 + β2
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(2) 利用上述结果，证明：当 α, β > 0 时：� +∞

0

x sinβx
α2 + x2

dx =
π

2
e−αβ

证明: 因为由逆变换公式，有：

e−βx =
1

π

� +∞

0

GO[f ](λ) sinλxdλ =
1

π

� +∞

0

2λ sinλx
λ2 + β2

dλ

所以，当 α, β > 0 时： � +∞

0

x sinβx
α2 + x2

dx =
π

2
e−αβ

15.12 中国科学技术大学 2013-2014 学年第二学期 数学分析 (B2) 期
末测验

1 简述下列各题：

(1) 计算 R3 上的向量场 V =
(
x2 + 2y, z3 − 2x, y2 + z

)
的旋度和散度。

解:

rotV = ∇× V =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 + 2y z3 − 2x y2 + z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
2y − 3z2

)
i− (2x+ 2y)k

(2) 计算二重积分

�
D

arctan y
x

dxdy，其中 D 为 x2 + y2 = 4 (x, y > 0), x2 + y2 = 1 (x, y > 0) 与直线

y = x 和 x = 0 所围成的区域。

解: �
D

arctan y
x

dxdy =

� 2

1

rdr
� π

2

π
4

θdθ = 3

2
× 3π3

32
=

9π2

64

2 已知螺旋面 S 的方程


x = u cos v

y = u sin v

z = v

(0 ⩽ u ⩽ 5, 0 ⩽ v ⩽ 2π)，试求：

(1) 过 S 上一点 M
(

1
2 ,

√
3
2 ,

π
3

)
的切平面方程。

解: 因为 r(u, v) = u cos vi+ u sin vj + vk，所以过 r(u, v) 的切平面的一个法向量为：

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

cos v sin v 0

−u sin v u cos v 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = sin vi− cos vj + uk

因此过 r(u0, v0) 的切平面为：

sin v0(x− u0 cos v0)− cos v0(y − u0 sin v0) + u0(z − v0) = 0

因此，过 r
(
1, π3

)
的切平面为：

√
3

2

(
x− 1

2

)
− 1

2

(
y −

√
3

2

)
+ z − π

3
= 0

⇐⇒
√
3

2
x− 1

2
y + z =

π

3
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(2) 计算曲线积分

�
L

z2

x2 + y2
dl，其中 L 是 S 上对应参数 u = 5 的曲线。

解:
� 2π

0

z2

x2 + y2
dl =

� 2π

0

v2

25

√
25 + 1dv

=

√
26

50

� 2π

0

v2dv

=
4
√
26

75
π3

3 试将函数 f(x) =

 1, |x| ⩽ π
2

0, π
2 < |x| ⩽ π

展开成 Fourier 级数，并求
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1 .

解:
a0 =

1

π
× π = 1

an =
2

π

� π
2

0

cosnxdx =
2 sin nπ

2

nπ
=

in−1 (1− (−1)n)

nπ
=



2
nπ , n = 4k + 1

0, n = 4k + 2

−2
nπ , n = 4k + 3

0, n = 4k + 4

, k ∈ N

bn = 0

=⇒ f(x) ∼ 1

2
+

2

π

∞∑
k=1

(−1)n−1 cos(2n− 1)x

2n− 1

由 Dirichlet 收敛定理：

1 = f(0) =
1

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1

=⇒
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

4

4

(1) 计算积分

� +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx，其中常数 b > a > 0.

解: � +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx =

� +∞

0

dx
� b

a

e−tx
2

dt

因为：

� +∞

0

e−tx
2

dx 对于 t ∈ (0,+∞) 内闭一致收敛，所以可以交换积分次序：

� +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx =

� b

a

dt
� +∞

0

e−tx
2

dt =
√
π

� b

a

1

2
√
t
dt =

√
bπ −

√
aπ

(2) 利用 Euler 积分计算
� 2

0

x2
√
4− x2dx.

解:
� 2

0

x2
√
4− x2dx

193



第十五章 USTC 期中期末测试 B2 数学分析 B2 笔记 John 吴

=

� 1

0

8t
√
1− t

1√
t
dt

=8

� 1

0

t
1
2 (1− t)

1
2 dt

=8B

(
3

2
,
3

2

)
=8

Γ2
(
3
2

)
Γ(3)

=Γ2

(
1

2

)
=π

5 给定 R3 中 n 个固定点 Mi, i = 1, 2, · · · , n，考察向量函数

F (x, y, z) =

n∑
k=1

grad
(
− γi
4πri

)
其中 γi > 0 为正的常数，而 ri 为点 M(x, y, z) 到固定点 Mi 的距离。现在，已知光滑封闭曲面 S 所围

成的区域的内部包含了这 n 个固定点。试求：F 穿过曲面 S 的流量。

解: 由 Stokes 公式：

Q =

�
S

∇ · F (x, y, z)dS

=−
n∑
k=1

�
S

∇ · ∇ γi
4πri

dS

=−
n∑
k=1

γi
4π

�
S

∆
1√

(x− xi)2 + (y − yi)2 + (z − zi)2
dS

=

n∑
k=1

γi
4π

�
S

∑
cyc

∂

∂x

x− xi

(
∑
cyc

(x− xi)2)
3
2

dS

=

n∑
k=1

γi
4π

�
S

∑
cyc

∑
cyc

(x− xi)
2 − 3(x− xi)

2

(
∑
cyc

(x− xi)2)
5
2

dS

=0

15.13 中国科学技术大学 2015-2016 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
三次测验

1 计算题：

(1) 求第二型曲线积分

�
L+

ydx+|y−x|dy+zdz，其中 L+为球面 x2+y2+z2 = 1与球面 x2+y2+z2 = 2z

的交线，其方向为与 z 轴正向满足右手法则。

解:  x2 + y2 + z2 = 1

x2 + y2 + z2 = 2z
=⇒

 x2 + y2 = 3
4

z = 1
2
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令：

 x =
√
3
2 cos θ

y =
√
3
2 sin θ

, θ ∈ [0, 2π] 是正向参数。于是：

�
L+

ydx+ |y − x|dy + zdz

=

� 2π

0

−3

4
sin2 θdθ + 3

4
| sin θ − cos θ| cos θdθ

=− 3π

4
+

3

4

� 2π

0

| sin θ − cos θ| cos θdθ

=− 3π

4

(2) 利用第二型曲线积分计算心脏线 x = a(2 cos t − cos 2t), y = a(2 sin t − sin 2t) 所围成的平面图形的

面积。

解:

S =

�
L+

xdy

=a2
� 2π

0

(2 cos t− cos 2t) d(2 sin t− sin 2t)

=a2
� 2π

0

(2 cos t− cos 2t)(2 cos t− 2 cos 2t)dt

=a2
� 2π

0

(
4 cos2 t+ 2 cos2 2t− 6 cos t cos 2t

)
dt

=a2
� 2π

0

(
4 cos2 t+ 2 cos2 2t− 3 cos 3t− 3 cos t

)
dt

=6πa2

(3) 求第二型曲面积分�
S+

(f(x, y, z) + x) dydz + (2f(x, y, z) + y + 1) dzdx+ (f(x, y, z) + z) dxdy

其中 f(x, y, z) 为连续函数，S+ 是平面 x− y + z = 1 在第四象限部分的上侧。

解: 令：z = y − x+ 1, (x, y) ∈ (0,+∞)× (0,−∞).�
S+

(f(x, y, z) + x) dydz + (2f(x, y, z) + y + 1) dzdx+ (f(x, y, z) + z) dxdy

=

�
S+

(f(x, y, z) + x, 2f(x, y, z) + y + 1, f(x, y, z) + z) · dS

=

�
S+

(f(x, y, z) + x, 2f(x, y, z) + y + 1, f(x, y, z) + z) · (1,−1, 1) dxdy

=

�
S+

(x− y + z − 1)dxdy

=0

(4) 求第二型曲面积分

�
S+

(
x+ y2

)
dydz+

(
y + z2

)
dzdx+

(
z + x2

)
dxdy，其中 S+ 为柱面 x2+y2 = 1

被平面 z = 0 和 z = 3 所截部分的外侧。

解: 设 (x, y, z) = (cos θ, sin θ, z), (θ, z) ∈ [0, 2π]× [0, 3]，且 (θ, z) 为正向参数。于是：�
S+

(
x+ y2

)
dydz +

(
y + z2

)
dzdx+

(
z + x2

)
dxdy
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=

� 2π

0

� 3

0

(
cos θ + sin2 θ, sin θ + z2, z + cos2 θ

)
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

− sin θ cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ dθdz
=

� 2π

0

� 3

0

(
cos θ + sin2 θ, sin θ + z2, z + cos2 θ

)
· (cos θ, sin θ, 0) dθdz

=

� 2π

0

� 3

0

(
1 + cos θ − cos3 θ + z2 sin θ

)
dθdz

=

� 3

0

2πdz

=6π

(5) 求第二型曲面积分

�
S+

xdydz + ydzdx+ zdxdy
(x2 + y2 + z2)

3
2

，其中 S+ 是有界光滑闭曲面的外侧，并且原点不

在 S+ 上。

解: 设 V 为 S 的内侧区域，易见：

∇ · xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

= 0

(1) 若原点在 S 外侧，那么：
�
S+

xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

· S =

�
V

∇ · xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

dV = 0

(2) 若原点在 S 内侧，那么取 δ > 0 足够小，使得 B (O, δ) ⊂ V，则有：
�
S+

xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

· dS

=

�
∂(V \B(O,δ))

xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

· dS +

�
∂B(O,δ)

xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

· dS

=

�
V \B(O,δ)

∇ · xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

dV +

�
∂B(O,δ)

xi+ yj + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

· dS

=

� π

0

dθ
� 2π

0

sin θ cosφi+ sin θ sinφj + cos θk
δ2

·

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

δ cos θ cosφ δ cos θ sinφ −δ sin θ
−δ sin θ sinφ δ sin θ cosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ dφ
=

� π

0

dθ
� 2π

0

(sin θ cosφi+ sin θ sinφj + cos θk) ·
(
sin2 θ cosφi+ sin2 θ sinφj + sin θ cos θk

)
dφ

=

� π

0

dθ
� 2π

0

(
sin3 θ + sin θ cos2 θ

)
dφ

=

� π

0

dθ
� 2π

0

sin θdφ

=0

综上所述，

�
S+

xdydz + ydzdx+ zdxdy
(x2 + y2 + z2)

3
2

= 0.

2 已知 a, b 是常向量，且 a × b = (1, 1, 1), r = (x, y, z). 求向量场 A = (a · r)b 沿闭曲线 L+ 的环量，

其中 L+ 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 与平面 x+ y + z = 0 的交线，其方向为与 z 轴正向满足右手法则。

解: 设 a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3).�
L+

(a · r)b · dr
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=

�
S

∇× ((a · r)b) · dS

=

�
S

∇× (b1(a1x+ a2y + a3z), b2(a1x+ a2y + a3z), b3(a1x+ a2y + a3z)) · dS

=

�
S

a× b · dS

=
√
3

�
S

dS

=
√
3π

3 设 f, g 为有连续导数的函数，f(0) = g(0) = 1，且向量场 F (x, y, z) = (yf(x), f(x) + zg(y), g(y)) 是

保守场，求出 f, g 以及向量场 F (x, y, z) 的势函数。

解:

0 = ∇× F (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

yf(x) f(x) + zg(y) g(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (g′(y)− g(y))i+ (f ′(x)− f(x))k

⇐⇒

 f ′(x) = f(x)

g′(x) = g(x)
=⇒

 f(x) = ex

g(x) = ex
=⇒ F (x, y, z) = (yex, ex + zey, ey)

所以，F (x, y, z) 的势函数为：

ϕ(x, y, z) =

� y

0

exdt+
� z

0

eydt+ C

=yex + zey + C

4 设函数 φ(x) 有连续的导数，在围绕原点的任意逐段光滑的简单闭曲线 C 上，曲线积分

�
L+

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

的值为常数。

(1) 设 L+ 为正向闭曲线 (x− 2)2 + y2 = 1，在不求出 φ(x) 的情况下，求

�
L+

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

.

解: 设 L1, L2 分别是 L 在第一、第四象限的部分，于是：

�
L+

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

=

(�
L1

+

�
L2

)
2xydx+ φ(x)dy

x4 + y2

=

�
L1

(
2xydx+ φ(x)dy

x4 + y2
+

−2xydx+ φ(x)d(−y)
x4 + y2

)
=0

(2) 求函数 φ(x).

解: 因为对于任意曲线积分都是常数，所以是 R3\{(0, 0)} 的保守场。因此：

0 =
∂

∂x

φ(x)

x4 + y2
− ∂

∂y

2xy

x4 + y2
=

(φ′(x)− 2x)
(
x4 + y2

)
− 4x3φ(x) + 4xy2

(x4 + y2)
2

=⇒ φ′(x)− 4x3

x4 + y2
φ(x) +

4xy2

x4 + y2
− 2x = 0
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(3) 设 C+ 是围绕原点的正向光滑简单闭曲线，求

�
C+

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

15.14 中国科学技术大学 2015-2016 学年第二学期 数学分析 (B2) 第
四次测验

1 判断下列积分是否收敛：

(1)
� +∞

0

sin
√
x√

x(1 + x)
dx.

解: 因为 1√
x(1+x)

∼ x−
3
2 (x→ +∞)，所以绝对收敛。

(2)
� +∞

1

(lnx)2 sinx
x

dx.

解: 设 f(x) = ln2 x
x , f ′(x) = ln x(2−ln x)

x2 ，于是 x ⩾ e2 时 f(x) 单调递减，又因为 ln2 x
x → 0 (x → +∞)，

且

∣∣∣∣∣
� A

1

sinxdx
∣∣∣∣∣ < 2，所以由 Dirichlet 判别法知，积分收敛。

2 证明：
∞∑
k=0

(
cos(6k+1)x

6k+1 − cos(6k+5)x
6k+5

)
=



π
2
√
3
, x ∈

[
0, π3

)
π

4
√
3
, x = π

3

0, x ∈
(
π
3 ,

2π
3

)
− π

4
√
3
, x = 2π

3

− π
2
√
3
, x ∈

(
2π
3 , π

]

证明: 考虑 f(x) =



1
2
√
3
, x ∈

[
0, π3

)
1

4
√
3
, x = π

3

0, x ∈
(
π
3 ,

2π
3

)
− 1

4
√
3
, x = 2π

3

− 1
2
√
3
, x ∈

(
2π
3 , π

]
的 Fourier 余弦级数：

a0 = 0

an =
2

π

� π

0

f(x) cosnxdx =
2 sin nπ

2 cos nπ6√
3πn

=



√
3
2 , n = 6k + 1

0, n = 6k + 2

0, n = 6k + 3

0, n = 6k + 4

−
√
3
2 , n = 6k + 5

, k ∈ N

由 Dirichlet 收敛定理：

∞∑
k=0

(
cos(6k + 1)x

6k + 1
− cos(6k + 5)x

6k + 5

)
=



π
2
√
3
, x ∈

[
0, π3

)
π

4
√
3
, x = π

3

0, x ∈
(
π
3 ,

2π
3

)
− π

4
√
3
, x = 2π

3

− π
2
√
3
, x ∈

(
2π
3 , π

]
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3 判断下列积分是否关于 u > 0 一致收敛：

� +∞

0

sin(ux)
x

dx.

解: 当 u > 0 时，易知：

� +∞

0

sin(ux)
x

dx =

� +∞

0

sin(ux)
ux

d(ux) = π

2
. 因为

∣∣ sin x
x

∣∣ = 1，所以：

sup
u>0

∣∣∣∣� +∞

A

sin(ux)
x

dx
∣∣∣∣ = sup

u>0

∣∣∣∣� +∞

uA

sinx
x

dx
∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣�

0

+∞ sinx
x

dx
∣∣∣∣ = π

2
> 0, ∀A > 0

所以，不一致收敛。

4 计算：

(1)
� +∞

0

1− e−x
x

cosxdx.

解: 我们使用积分因子法，设 a ⩾ 0，考虑积分：

I(a) =

� +∞

0

1− e−x
x

cosxe−axdx =

� +∞

0

e−ax − e−(a+1)x

x
cosxdx

因为： ∣∣∣∣∣
� A

0

(
1− e−x

)
cosxdx

∣∣∣∣∣ = 1

2

∣∣(2− e−A
)
sinA+ e−A cosA− 1

∣∣
对于 ∀A > 0 一致有界，且： e−ax

x 对于 a ⩾ 0 单调递减一致趋于 0，所以由 Dirichlet 判别法知 I(a) 在

a ⩾ 0 一致收敛，于是连续。又因为：

I(a) =

� +∞

0

e−ax − e−(a+1)x

x
cosxdx =

� +∞

0

dx
� a+1

a

e−tx cosxdt

由 Dirichlet 判别法，易知
� +∞

0

e−tx cosxdx 在 t ⩾ δ > 0 时一致收敛，也即在 (0,+∞) 内闭一致收敛，

所以当 a > 0 时：

I(a) =

� a+1

a

dt
� +∞

0

e−tx cosxdx

=

� a+1

a

t

t2 + 1
dt

=
1

2

� a+1

a

d
(
t2
)

t2 + 1

=
1

2

� (a+1)2

a2

dt
t+ 1

=
ln
(
(a+ 1)2 + 1

)
− ln

(
a2 + 1

)
2

=⇒
� +∞

0

1− e−x
x

cosxdx = I(0) = lim
a→0+

I(a) = lim
a→0+

ln
(
(a+ 1)2 + 1

)
− ln

(
a2 + 1

)
2

=
ln 2

2

(2)
� +∞

0

ln
(
1 + a2x2

)
− ln

(
1 + b2x2

)
x2

dx.

解: 设 a ∈ [0, A]，设积分：

I(a) =

� +∞

0

ln
(
1 + a2x2

)
x2

dx =

� +∞

0

dx
� a

0

2t

1 + x2t2
dt =

� +∞

0

dx
� a2

0

dt
1 + x2t
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一方面： lim
x→0+

ln(1+a2x2)
x2 = a2；另一方面： 1√

x
单调递减对于 a 一致趋于 0，且 ∃C(A)，使得：∣∣∣∣∣

� B

1

ln
(
1 + a2x2

)
x

3
2

dx
∣∣∣∣∣ ⩽

∣∣∣∣∣
� B

1

ln
(
1 +A2x2

)
x

3
2

dx
∣∣∣∣∣ < C(A)

因此由 Dirichlet 判别法知 I(a) 在 a ∈ [0, A] 上一致收敛，因此连续。于是，J(a, b) = I(a) − I(b) 连续。

不妨设 a ⩾ b > 0，则：

J(a, b) =

� +∞

0

dx
� a2

b2

dt
1 + x2t

因为当 b2 ⩽ t ⩽ a2 时，

� D

0

∣∣∣∣ 1

1 + x2t

∣∣∣∣ dt ⩽ � D

0

dt
1 + δx2

=
arctan(bD)

b
<

π

2b
，所以在

[
b2, a2

]
一致收敛，

可以交换积分次序，于是：

J(a, b) =

� a2

b2
dt
� +∞

0

dx
1 + x2t

=

� a2

b2

π

2
√
t
dt = π(a− b)

由连续性： � +∞

0

ln
(
1 + a2x2

)
− ln

(
1 + b2x2

)
x2

dx = π (|a| − |b|)

5

(1) 证明：
2

π

� +∞

0

sin2 u

u2
cos(2ux)du =

 1− x, x ∈ [0, 1]

0, x > 1

证明: 设 f(x) =

 1− 1
2x, x ∈ [0, 2]

0, x > 2
，对其做偶延拓，于是：

Fe[f ](u) = 2

� 2

0

(
1− x

2

)
cosuxdx =

2− 2 cos 2u
2u2

=
2 sin2 u

u2

=⇒ 1

π

� +∞

0

2 sin2 u

u2
cos(ux)du =

 1− 1
2x, x ∈ [0, 2]

0, x > 2

⇐⇒ 2

π

� ∞

0

sin2 u

u2
cos(2ux)du =

 1− x, x ∈ [0, 1]

0, x > 1

证明: 因为
� +∞

1

∣∣∣∣ sin2 u

u2
cos(2ux)

∣∣∣∣ du <

� +∞

1

du
u2

= 1，且 lim
u→0+

sin2 u
u2 = 1，| cos(2ux)| ⩽ 1，所以由

Weierstrass 判别法知原含参反常积分对于 x ∈ R 一致收敛，于是连续。又因为当 x ⩾ 0 时：

2

π

� +∞

0

d
dx

1− cos 2u
2u2

cos(2ux)du

=
2

π

� +∞

0

(cos 2ux− 1) sin(2ux)
u

du

=
1

π

� +∞

0

sin(2u(x+ 1))

u
du+

1

π

� +∞

0

sin(2u(x− 1))

u
du− 2

π

� +∞

0

sin(2ux)
u

du

=
1

π

� +∞

0

sin(2u(x− 1))

u
du− 1

2
sgn(x− 1)− 1

2

=


−1, x ∈ [0, 1)

− 1
2 , x = 1

0, x > 1
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且当 x = 0 时，原式等于 1，所以：

2

π

� +∞

0

sin2 u

u2
cos(2ux)du =

 1− x, x ∈ [0, 1]

0, x > 1

(2) 计算：

� +∞

−∞

sin3 x

x3
dx.

解: 注意到：sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x，所以 sin3 x = 3 sin x−sin 3x
4 .

� +∞

−∞

sin3 x

x3
dx =

1

2

� +∞

0

3 sinx− sin 3x

x3
dx

=
1

4

� +∞

0

(sin 3x− 3 sinx) d 1

x2

=
sin 3x− 3 sinx

4x2

∣∣∣∣+∞

0

+
3

4

� +∞

0

cosx− cos 3x
x2

dx

=
3

4

� +∞

0

(cos 3x− 3 cosx) d 1

x

=
3 cos 3x− 3 cosx

4x

∣∣∣∣+∞

0

+
9

4

� +∞

0

3 sin 3x− sinx
x

dx

=
9

2

� +∞

0

sinx
x

dx

=
9π

4

6 计算极坐标下曲线 r4 = sin5 θ cos3 θ 所围成的区域的面积。

解: 易知，θ ∈
[
0, π2

]
∪
[
π, 32π

]
，由 Green 公式以及对称性：

S =

�
S

dxdy

=
1

2

�
L+

−ydx+ xdy

=
1

2

�
L+

(−y, x) · dr

=

� π
2

0

(−r sin θ, r cos θ) · dr

=

� π
2

0

(
− sin 9

4 θ, cos 7
4 θ
)
·
(
5

4
sin 1

4 θ cos 11
4 θ − 7

4
sin 9

4 θ cos 3
4 θ,

9

4
sin 5

4 θ cos 7
4 θ − 3

4
sin 13

4 θ cos− 1
4 θ

)
dθ

=
1

4

� π
2

0

(
7 sin 9

2 θ cos 3
4 θ − 5 sin 5

2 θ cos 11
4 θ + 9 sin 5

4 θ cos 7
2 θ − 3 sin 13

4 θ cos 3
2 θ
)

dθ

=
7B
(
11
4 ,

7
8

)
− 5B

(
7
4 ,

15
8

)
+ 9B

(
9
8 ,

9
4

)
− 3B

(
17
8 ,

5
4

)
8

7 计算 e−x2

的 Fourier 变换。

解:

F [f ](λ) = 2

� +∞

0

e−x
2

cosλxdx ≜ I(λ)

因为 I(a) = 2

� +∞

0

e−x
2

cos axdx <
√
π，所以一致收敛，所以连续。考虑积分：

2

� +∞

0

d
dae−x

2

cos axdx = −2

� +∞

0

xe−x
2

sin axdx
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因为

� +∞

0

∣∣∣xe−x2

sin ax
∣∣∣ dx < � +∞

0

xe−x
2

dx =
1

2
，所以由 Weierstrass 判别法知 I ′(a) 一致收敛，于是：

I(a) =2

� +∞

0

e−x
2

cos axdx

=
2

a
e−x

2

sin ax
∣∣∣∣+∞

0

+
4

a

� +∞

0

xe−x
2

sin axdx

=
4

a

� +∞

0

xe−x
2

sin axdx

=⇒ I ′(a) +
a

2
I(a) = 0, I(0) =

√
π

=⇒ I(a) =
√
πe− a2

4

⇐⇒ F [f ](λ) =
√
πe−λ2

4

15.15 中国科学技术大学 2016-2017 学年第二学期 数学分析 (B2) 期
末测验

1

(1) 设 z = f(x, y), x = u2 + 2v2, y = uev，求 ∂z
∂u ,

∂z
∂v .

解: 利用 Jacobi 矩阵：

(
∂z
∂u

∂z
∂v

)
=
(
∂f
∂x

∂f
∂y

)( ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)
=
(
2∂f∂xu+ ∂f

∂y ev 4∂f∂xv +
∂f
∂yuev

)

(2) 求方程组 x = cos v + u sin v, y = sin v − u cos v 所确定的反函数组的偏导数 ∂u
∂x ,

∂u
∂y ,

∂v
∂x ,

∂v
∂y .

解:

 x = cos v + u sin v

y = sin v − u cos v
=⇒



1 = − sin v ∂v∂x + sin v ∂u∂x + u cos v ∂v∂x
0 = cos v ∂v∂x − cos v ∂u∂x + u sin v ∂v∂x
0 = − sin v ∂v∂y + sin v ∂u∂y + u cos v ∂v∂y
1 = cos v ∂v∂y − cos v ∂u∂y + u sin v ∂v∂y

⇐⇒

(
sin v − sin v + u cos v

− cos v cos v + u sin v

)(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
=

(
1 0

0 1

)

=⇒

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
=

1

u

(
cos v + u sin v sin v − u cos v

cos v sin v

)

2 设 aj > 0, bj > 0 (j = 1, 2, · · · , n).

(1) 用 Lagrange 乘数法求函数 f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑
k=1

bkx
2
k 在条件

n∑
k=1

akxk = 1 之下的极值。
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解: 因为 f(x1, x2, · · · , xn) ⩾ 0，所以易知，只存在极小值。

n∑
k=1

akxk = 1

2b1x1 = λa1

2b2x2 = λa2
...

2bnxn = λan

=⇒ ∀k = 1, 2, · · · , n, xk =
λak
2bk

, λ > 0

代入
n∑
i=1

akxk = 1 得：

n∑
k=1

a2k
bk

=
2

λ
⇐⇒ λ =

2
n∑
k=1

a2k
bk

于是，取极值时，有：

xk =
ak

bk
n∑
k=1

a2k
bk

此时，极值为：

fmin(x1, x2, · · · , xn) =
n∑
k=1

bk
a2k

b2k

(
n∑
i=1

a2i
bi

)2 =
1

n∑
i=1

a2i
bi

(2) 由 (1) 的结论证明不等式
n∑
i=1

bix
2
i

n∑
i=1

a2i
bi

⩾
(

n∑
i=1

aixi

)2

.

证明: 令 yk = xk
n∑

i=1
aixi

，于是
n∑
k=1

akyk = 1. 由 (1) 知：

n∑
k=1

bky
2
k ⩾ 1

n∑
k=1

a2k
bk

⇐⇒
n∑
k=1

a2k
bk

n∑
k=1

x2k(
n∑
i=1

aixi

)2 ⩾ 1

⇐⇒
n∑
i=1

bix
2
i

n∑
i=1

a2i
bi

⩾
(

n∑
i=1

aixi

)2

3 设 f(x) 有连续的导函数，f(0) = 0，且曲线积分

�
C

(ex + f(x)) ydx + f(x)dy 与路径 C 无关。求

� (1,1)

(0,0)

(ex + f(x)) ydx+ f(x)dy.

解: 由题意得常微分方程：  f ′(x) = ex + f(x)

f(0) = 0
=⇒ f(x) = xex

于是： � (1,1)

(0,0)

(ex + f(x)) ydx+ f(x)dy =

(� (1,0)

(0,0)

+

� (1,1)

(1,0)

)
(ex + xex) ydx+ xexdy = e
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4 设 a, b, c > 0，求第二型曲面积分

�
S

(
by2 + cz2

)
dydz +

(
cz2 + ax2

)
dzdx+

(
ax2 + by2

)
dxdy，其中

S 是上半球面 x2 + y2 + z2 = 1(z ⩾ 0) 的上侧。

解: 由 Gauss 公式：�
S

(
by2 + cz2

)
dydz +

(
cz2 + ax2

)
dzdx+

(
ax2 + by2

)
dxdy

=

�
B(O,1)∩{z⩾0}

∇ ·
(
by2 + cz2, cz2 + ax2, ax2 + by2

)
dV +

�
{x2+y2⩽1,z=0}

(
ax2 + by2

)
dxdy

=

� 1

0

rdr
� 2π

0

(
ar2 cos2 θ + br2 sin2 θ

)
dθ

=

� 1

0

r3dr
� 2π

0

(
a cos2 θ + b sin2 θ

)
dθ

=
(a+ b)π

4

5 设 a, b, c 不全为零，L 是球面 S : x2 + y2 + z2 = R2(R > 0) 与平面 Σ : ax + by + cz = 0 的交线，

其方向这样来定：质点在 L 上运动的正方向与平面 Σ 的法向 (a, b, c) 成右手系。计算第二型曲线积分�
L

(bz + c)dx+ (cx+ a)dy + (ay + b)dz.

解: 由 Stokes 公式： �
L

(bz + c)dx+ (cx+ a)dy + (ay + b)dz

=

�
S

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

bz + c cx+ a ay + b

∣∣∣∣∣∣∣∣ · dS
=

�
S

(ai+ bj + ck) · dS

=0

6

(1) 求周期为 2π 的函数 f(x) =

−1, −π < x < 0

1, 0 ⩽ x ⩽ π
的 Fourier 级数。

解: 因为 f(x) 是奇函数，所以：

bn =
2

π

� π

0

sinnxdx =
2
(
1− (−1)2

)
nπ

=

 4
nπ , n = 2k − 1

0, n = 2k
, k ∈ N+

=⇒ f(x) ∼ 4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1

(2) 求级数
∞∑
n=1

1
(2n−1)2 的和。

解: 因为 Fourier 级数可以逐项积分，所以，设 x ∈ [0, π]，于是：

x =

� x

0

f(t)dt = 4

π

∞∑
n=1

� x

0

sin(2n− 1)t

2n− 1
dt = 4

π

∞∑
n=1

1− cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

所以：
π

2
=

4

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
⇐⇒ π2

8
=

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
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(3) 由 (1) 的结论求级数
∞∑
n=1

cos(2n−1)x
(2n−1)2 (0 ⩽ x ⩽ π) 的和。

解: 因为：

x =
4

π

∞∑
n=1

1− cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
=
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2

所以，当 x ∈ [0, π] 时：
∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
=
π2

8
− π

4
x

7 证明：含参变量的广义积分 F (t) =

� +∞

0

sinx
x2

ln(1 + tx)dx 定义的函数 F (t) 是 [0,+∞) 上的可导函

数。

证明: 我们只需证明积分
� +∞

0

sinx
x2

d
dt ln (1 + tx) dx 在 t ∈ [0,+∞) 一致收敛即可。因为：

� +∞

0

sinx
x2

d
dt ln (1 + tx) dx =

� +∞

0

sinx
x(1 + tx)

dx

因为由 Dirichlet积分，
� +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
，对 t一致收敛，又 1

1+tx 单调递减对 t一致有界，所以由 Abel

判别法，一致收敛。于是：

F ′(t) =

� +∞

0

sinx
x(1 + tx)

dx

在 t ∈ [0,+∞) 一致收敛。所以 F (t) 在 t ⩾ 0 可导。

8 设 D 是由光滑封闭曲线 L 所围成的区域，函数 f(x, y) 在 D 上有二阶连续偏导数，且满足：ey ∂
2f
∂x2 +

ex ∂
2f
∂y2 = 0，并且 f 在 L 上恒为零。

(1) 求证：存在有连续偏导数的函数 P (x, y), Q(x, y) 使得

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= ey

(
∂f

∂x

)2

+ ex
(
∂f

∂y

)2

, (x, y) ∈ D

证明: 取 P (x, y) = −exf(x, y)∂f∂y , Q(x, y) = eyf(x, y)∂f∂x，于是：

∂P

∂y
= −exf(x, y)∂

2f

∂y2
− ex

(
∂f

∂y

)2

,
∂Q

∂x
= eyf(x, y)∂

2f

∂x2
+ ey

(
∂f

∂y

)2

=⇒ ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= eyf(x, y)∂

2f

∂x2
+ ey

(
∂f

∂y

)2

+ exf(x, y)∂
2f

∂y2
+ ex

(
∂f

∂y

)2

= ey
(
∂f

∂x

)2

+ ex
(
∂f

∂y

)2

因此存在。

(2) 证明：f 在 D 上恒为零。

证明: 由 Green 公式：

0 ⩽
�
D

(
ey
(
∂f

∂x

)2

+ ex
(
∂f

∂y

)2
)

dxdy

=

�
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=

�
L

Pdx+Qdy
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=

�
L

−exf ∂f
∂y

dx+ eyf ∂f
∂x

dy

=0

因为 f, P,Q 有连续的偏导数，所以取等当且仅当 ∀(x, y) ∈ D,∇f = 0，因此，∀(x, y) ∈ D, f(x, y) =

f
∣∣
L
= 0.

15.16 中国科学技术大学 2019-2020 学年第二学期 数学分析 (B2) 期
末测验

若 f 在 U =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ⩽ 1
}
上有二阶连续偏导数，且满足：∆f =

√
x2 + y2 + z2，求积

分：

�
U

(
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z

)
dxdydz.

(1) 对于正交方阵

(
a b

c d

)
，若 R2 上有：u = ax+ by, v = cx+ dy，求证：对于 R2 上的任意有连续的

二阶偏导数的函数 f，则 ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = ∂2f
∂u2 + ∂2f

∂v2 .

(2) 对于 R2 上的有二阶连续偏导数的函数 u = u(x, y), v = v(x, y)，

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
是雅可比矩阵，且对于

R2 上的任意具有二阶连续偏导数的函数 f 有：∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = ∂2f
∂u2 + ∂2f

∂v2 . 求证：
(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
是常正交方

阵。
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第十六章 外校试题

16.1 2019-2020 春季学期清华大学微积分 (A2) 期末试题

1 已知 y = y(x), z = z(x) 是方程组

 x3 + y3 − z3 = 10

x+ y + z = 0
在点 (1, 1,−2) 附近确定的隐函数，求

y = y(x), z = z(x) 在 x0 = 1 点处的导数 y′(1), z′(1).

解: 因为 (1, 1,−2) 处，上方程组中每个方程中 x 的偏导非零，所以有隐函数。对 x 求微分： 3 + 3y′(1)− 12z′(1) = 0

1 + y′(1) + z′(1) = 0
=⇒

 y′(1) = −1

z′(1) = 0

2 设 f ∈ C2(R), z = f
(
x2 + xy + y2

)
，求

∂z

∂y
和

∂2z

∂x∂y
在点 (1, 1) 处的值.

解: 记 u(x, y, z) = x2 + xy + y2，则 z = f(u(x, y, z)).

∂z

∂y
=

dz
du

∂u

∂y
= f ′

(
x2 + zy + y2

)
(x+ 2y)

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x
(f ′(u(x, y, z)) (x+ 2y)) = (x+ 2y)f ′′(x2 + xy + y2)(2x+ y) + f ′(x2 + xy + y2)

因此：
∂z

∂y

∣∣∣∣
(1,1)

= 3f ′(3),
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
(1,1)

= 9f ′′(3) + f ′(3)

3 求 u = (sinx)(sin y)(sin z) 在约束条件 x+ y + z =
π

2
(x > 0, y > 0, z > 0) 下的极值，并说明所求的

是极值是极大值还是极小值.

解: 使用 Lagrange 乘数法： 

∂u

∂x
= cosx sin y sin z = λ

∂u

∂y
= cos y sinx sin z = λ

∂u

∂z
= cos z sinx sin y = λ

x+ y + z =
π

2

x > 0, y > 0, z > 0

因为 x, y, z > 0，所以将 (1)(2)(3)式互相相除，得：tanx = tan y = tan z，所以极值点为：x0 = y0 = z0 =
π

6
.

因为 u(x, y, z) 有下确界 0，无最小值，所以所求只可能是极大值，下面进行验证：

当满足限制条件 x+ y + z =
π

2
时，u(x, y, z) = sinx sin y cos(x+ y) ≜ φ(x, y).

φ(x, y) =
cos(x− y)− cos(x+ y)

2
cos(x+ y) ⩽ 1− cos(x+ y)

2
cos(x+ y) ⩽ 1

8
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当且仅当 x = y =
π

6
时取等。因此是极大值.

4 计算

�

D

∣∣∣y
x

∣∣∣ dxdy，其中 D =
{
(x, y)

∣∣1 ⩽ x2 + y2 ⩽ 2x
}
.

解:
�

D

∣∣∣y
x

∣∣∣ dxdy =

� π
3

−π
3

dθ
� 2 cos θ

1

∣∣∣∣ r sin θ
r cos θ

∣∣∣∣ rdr
=2

� π
3

0

tan θdθ
� 2 cos θ

1

rdr

=

� π
3

0

tan θ
(
4 cos2 θ − 1

)
dθ

=

� π
3

0

(2 sin 2θ − tan θ) dθ

=
3

2
+ ln cos π

3

=
3

2
− ln 2

5 设 D = {(x, y)|x > 0}

(1) 若 A,B ∈ D，L 为 D 内连接 A,B 两点的逐段光滑曲线，问

� L(B)

L(A)

ydx− xdy
x2 + 2y2

是否与路径 L 有

关？说明理由.

解: 因为 v(x, y) =
yi− xj

x2 + 2y2
= P i+Qj 在 D 中均有定义，D 曲面单连通，且

∂P

∂y
− ∂Q

∂x
=

x2 − 2y2

(x2 + 2y2)
2 +

2y2 − x2

(x2 + 2y2)
2 = 0，因此 v 是保守场，积分与路径无关.

(2) 是否存在二元函数 z = z(x, y) 使得 dz = ydx− xdy
x2 + 2y2

？若存在，求 z(x, y)；若不存在，说明理由.

解: 因为 v 是保守场，所以存在势函数 z(x, y)。设 z(1, 0) = C，那么：

z(x, y) =

� x

1

0dt
t2 + 0

−
� y

0

xdt
x2 + 2t2

+ C = − 1√
2

arctan
√
2y

x
+ C

因此，对于 ∀C ∈ R, z(x, y) = − 1√
2

arctan
√
2y

x
+ C 均是符合要求的函数.

6 求

�

Ω

√
1− (x2 + y2 + z2)

3
2 dxdydz，其中 Ω =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ⩽ 1
}
.

解:
�

Ω

√
1− (x2 + y2 + z2)

3
2 dxdydz

=

� 1

0

r2dr
� 2π

0

dφ
� π

0

√
1− r3 sin θdθ

=4π

� 1

0

√
1− r3r2dr

=
4

3
π

� 1

0

√
1− rdr
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=
8

9
π

7 设 a > 1，有向曲线 L+ :

 x2 + y2 + z2 = 2ax

x2 + y2 = 2x
(z ⩾ 0)，从 z 轴正向看去，为逆时针方向，求

�
L+

(
y2 + z2

)
dx+

(
z2 + x2

)
dy +

(
x2 + y2

)
dz.

解: 设 L1 = L+ ∩ {(x, y, z)|y ⩽ 0}, L2 = L+
∩{(x, y, z)|y ⩾ 0}，L1, L2 与 L 定向相同。因为 L+ 关于 xOz

平面对称，所以：
�
L+

(
y2 + z2

)
dx =

�
L1

(
y2 + z2

)
dx+

�
L2

(
y2 + z2

)
dx =

(�
L1

−
�
L1

)(
y2 + z2

)
dx = 0

同理，

�
L+

(
z2 + x2

)
dy =

�
L+

(
x2 + y2

)
dz = 0，于是

�
L+

(
y2 + z2

)
dx+

(
z2 + x2

)
dy+

(
x2 + y2

)
dz = 0.

8 设 2π 周期函数 f(x) 满足 f(x) =

 0, −π < x ⩽ 0

x, 0 < x ⩽ π

(1) 求 f(x) 的 Fourier 级数.

解:

an =
1

π

� π

0

x cosnxdx =
nx sinnx+ cosnx

πn2

∣∣∣∣π
0

=
(−1)n − 1

πn2
, n ∈ N+

a0 =
1

π

� π

0

xdx =
π

2

bn =
1

π

� π

0

x sinnxdx =
sinnx− nx cosnx

πn2

∣∣∣∣π
0

= − (−1)n

n

f(x) ∼ π

4
+

∞∑
n=1

(
(−1)n − 1

πn2
cosnx− (−1)n

n
sinnx

)

(2) 利用 (1) 的结论求级数
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
的和.

解: 因为 f(x) 在 (−π, π) 连续，所以 Fourier 级数在 x = 0 处收敛到 f(0) = 0，也即：

π

4
− 2

∞∑
n=1

1

π(2n− 1)2
= 0 ⇐⇒

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8

9 设 Ω ∈ R3 是包含原点的有界开区域，其边界 ∂Ω 是 C1 类光滑正则曲面，记 r = (x, y, z), r =√
x2 + y2 + z2. 求证：

1

2

�

∂Ω

cos〈r,n〉dS = lim
ε→0+

�

Ωε

dxdydz
r

其中 Ωε =
{
(x, y, z) ∈ Ω

∣∣∣√x2 + y2 + z2 ⩾ ε
}
，〈r,n〉 表示 r 与 ∂Ω 的单位外法向量 n 的夹角。

证明:

1

2

�

∂Ω

cos〈r,n〉dS =
1

2

�

∂Ω

r

r
· dS

Gauss
=====

1

2

�

Ωε

∇ · r
r
dV +

1

2

�

∂B(O,ε)

r

r
· dS
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=
1

2

�

Ωε

∇ · r
r
dV +

1

2

� 2π

0

dφ
� π

0

ε sin θdθ

=
1

2

�

Ωε

∇ · r
r
dV + 2πε

=

�

Ωε

dV
r

+ 2πε

因为： �

B(O,ε)

dV
r

=

� ε

0

rdr
� 2π

0

dφ
� π

0

sin θdθ = 2πε2

所以 (0, 0, 0) 不是瑕点，因此可以取 ε→ 0+，即得：

1

2

�

∂Ω

cos〈r,n〉dS = lim
ε→0+

�

Ωε

dxdydz
r

10 设 an ⩾ 0, n ∈ N，级数
∞∑
n=0

ann! 收敛，记 f(x) =
∞∑
n=0

anx
n. 求证：

(1) 幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的收敛半径 R = +∞.

证明: 因为幂级数
∞∑
n=0

ann!y
n 在 y = 1 处收敛，所以 ∀y : |y| < 1，均收敛。反设收敛半径 R ∈ R，那么：

任取 x0 > R，则
∞∑
n=0

anx
n
0 = +∞. 任取 y0 ∈ (0, 1)，因为 xn0 = o (n!)，所以 ∃N ∈ N, ∀n > N,n!yn0 ⩾ xn0，

那么
∞∑
n=0

ann!y
n
0 = +∞，矛盾！因此收敛半径 R = +∞.

(2) 反常积分

� +∞

0

e−xf(x)dx 收敛，且
� +∞

0

e−xf(x)dx =

∞∑
n=0

ann!. (提示：考虑 N+ 上的 Gamma

函数)

证明: 因为 R = +∞，所以有限区间积分与级数求和可以交换顺序：

∀M > 0,

� M

0

e−xf(x)dx =

� M

0

e−x
∞∑
n=0

anx
ndx =

∞∑
n=0

an

� M

0

e−xxndx

因为

� +∞

0

e−xxndx = Γ(n+1) = n!，所以 ∀M > 0,

� M

0

e−xf(x)dx ⩽
∞∑
n=0

ann!，因为正项级数
∞∑
n=0

ann!

收敛，所以

� +∞

0

e−xf(x)dx 收敛，且收敛到
∞∑
n=0

ann!.

附加题 设 0 < p ⩽ 1

2

(1) 证明函数项级数
∞∑
n=1

sin(nx)
np

关于 x 在区间 [0, 2π] 上收敛，但不一致收敛。

证明: 当 x ∈ [a, b] ⊂ (0, π) ∪ (π, 2π) 时，

∣∣∣∣ N∑
k=1

sin(kx)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣cos x2 − cos 2N+1
2 x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

sin x
2

⪕ Ma,b，又
1

np

对于 x 单调递减一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法，在 [a, b] 一致收敛。由 [a, b] ⊂ (0, π) ∪ (π, 2π)，知在

(0, π) ∪ (π, 2π) 收敛。又 x = 0, π, 2π 时级数为 0，所以在 [0, 2π] 收敛.

210



第十六章 外校试题 数学分析 B2 笔记 John 吴

又因为 p ⩽ 1
2，任取 N ∈ N+ 足够大，取 m > 2N,n =

[
m
2 + 1

]
⩽ 3m

4
，取 x =

π

2m
，所以

∀k = n, n+ 1, · · · ,m, nx ∈
(
π
4 ,

π
2

]
，于是：

m∑
k=n

sin(kx)
kp

⩾ 1√
2

m∑
k=n

1

kp
>

1√
2

� m

n+1

dx
xp

⩾ 1√
2

� m

3m
4

dx
xp

=
m1−p

(
1−

(
3
4

)1−p)
√
2(1− p)

因为 1− p > 0，所以 lim
m→+∞

m∑
k=n

sin
(
k π
2m

)
kp

= +∞，由 Cauchy 收敛准则知不一致收敛.

(2) 判断函数项级数
∞∑
n=1

sin(nx)
np

是否为某个连续地 2π 周期函数的 Fourier 级数？说明理由。

解: 假设是的，由 Parseval 等式知：
∞∑
n=1

1

n2p
=

1

π

� π

−π
f2(x)dx，收敛。但是 2p ⩽ 1，则

∞∑
n=1

1

n2p
= +∞，

矛盾！因此不是。
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