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研究背景

核聚变—清洁能源
▶ 特点：高效、安全、环保
▶ 方式：高温 (等离子体)、

磁约束
▶ 装置：托卡马克

(tokamak)、仿星器
(stellarator)

▶ 问题：材料；平衡态、稳
定性 (电阻撕裂模)

等离子体的数学建模
▶ 单粒子模型 (模拟每个粒子)：Klimontovich 方程

组
▶ 动理学模型 (相空间、微观)：Vlasov-Poisson 方程

组
▶ 磁流体模型 (大尺度、宏观)：

MHD(magnetohydrodynamics) 方程组

等离子体的数值模拟
▶ 粒子模拟：PIC(particle in cell) 方法
▶ PDE 模拟 (动理学、磁流体)：有限差分、有限体

积、(间断) 有限元、谱方法
▶ 混合模拟
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理想可压 MHD 方程组

考虑理想可压 MHD 方程组：

Mass: ∂ρ

∂t +∇ · (ρu) = 0 (1a)

Momentum: D
Dt(ρu) = J × B −∇p (1b)

Energy (adiabatic): D
Dt

(
p
ργ

)
= 0 (1c)

Ohm’s law: E + u × B = 0 (1d)

Maxwell:
{
∇× E = −∂B

∂t
∇× B = J

(1e)

div-free: ∇ · B = 0 (1f)

其中， D
Dt =

∂
∂t + u · ∇ 是随体时间导数算子。
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数值计算中的 MHD 方程组

理论上，磁场的无散度条件 (1f) 只要在 t = 0 满足，就在 t > 0 满足。

数值计算中的散度问题
▶ 数值散度的定义？
▶ 格式保散度？

磁场散度影响
▶ 导致非物理的结果
▶ 引起负压强 (Kailiang WU, 2018)

因此，计算时会采用“不同的”MHD 方程组。只有当满足条件 (1f) 时，这些方程组
在连续意义下均等价于 (1)。
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守恒形式和非守恒形式

∂

∂t


ρ
m
B
E

+∇ ·


m

1
ρmmT +

(
p + ∥B∥2

2

)
I(3) − BBT

uBT − BuT(
E + p + ∥B∥2

2

)
u − (u · B)B

+ (∇ · B)Sc = 0 (2)



∂
∂t


ρ

u
B
p

+


∇ · (ρu)

(u · ∇)u − 1
ρ (J × B −∇p)

∇× E
u · ∇p + γp∇ · u

+ (∇ · B)Sn = 0

J = ∇× B
E = B × u

(3)

E = 1
2ρ ∥u∥2 + p

γ−1 + 1
2 ∥B∥2, m = ρu
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四种不同的 MHD 方程组

方程组 Sc Sn

1 (standard) (0,0,0, 0)T
(
0,−B

ρ ,0, (γ − 1) (B · u)
)T

2 (modified) (0,B,0, 0)T (0,0,0, 0)T

3 (Powell) (0,B,u,B · u)T (0,0,u, 0)T

4 (Janhunen) (0,0,u, 0)T
(
0,−B

ρ ,u, 0
)T

方程组 1 2 3 4
磁场散度 ∇ · B 不变 不变 对流 对流

”parallel force” (∇ · B)B 存在 不存在 不存在 存在
动量 m 守恒 不守恒 不守恒 守恒
能量 E 守恒 守恒 不守恒 守恒
方程分类 弱双曲 弱双曲 对称双曲 弱双曲

伽利略不变性 否 否 是 是
保绝热过程 否 是 是 是
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我们采用的方程组 I

我们采用基于扰动量的非守恒形式的电阻 MHD 方程组，由方程组 2 加入电阻和耗
散项得到。 

∂

∂t


ρ̃

ũ
B̃
p̃

+


u · ∇ρ̃+ ρ∇ · ũ

u · ∇ũ + ∇p̃
ρ

∇× Ẽ
γp∇ · ũ + u · ∇p̃



+


ũ · ∇ρs + ρ̃∇ · us(

ũ + ρ̃
ρus
)
· ∇us +

B̃×Js+B×J̃
ρ

0

γp̃∇ · us + ũ · ∇ps

 =


D∆ρ̃

ν∆ũ
0

κ∆p̃


J̃ = ∇× B̃
Ẽ = B̃ × us + B × ũ + ηJ̃

(4)
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我们采用的方程组 II

理由
▶ 机器精度有限
▶ 需要消除 parallel force
▶ 背景对流速度为 0
▶ 容易设计保持数值散度的格式，如 Yee 格式
▶ 守恒形式变量的容许集非凸，非守恒形式变量的容许集凸
▶ 撕裂模问题不出现激波
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计算区域

计算区域

(r, φ, z) ∈
{
(r, φ, z)

∣∣ (r − R0)
2 + z2 < a20, φ ∈ [0, 2π)

}
(5)

图: 计算区域示意图
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平衡态初值

平衡态 ws = (ρs,us,Bs, ps)
T 是理想可压 MHD 方程的 (m0, n0) = (2, 1) 的轴对称特

征解。对此平衡态施加小扰动，并对扰动加入电阻系数为 η 的电阻效应后，扰动量
w̃ 会先经过短暂的非线性阶段，进入线性演化阶段，然后到达饱和阶段。由解析理
论知，在线性增长阶段时，扰动动能的对数增长率

γ =
d
dt ln (Ek) =

d
dt ln

∫
D×[0,2π)

1

2
ρ ∥ũ∥2 dσ (6)

满足 γ ∝ η
3
5；同时，在 q(ψ) = 2 的有理磁面附近会出现磁岛结构。这是托卡马克

模拟代码最常使用的测试算例之一。
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扰动初值

扰动初值 (只有磁场) 为如下形式：

B̃
∣∣
t=0

= A cos (n0φ+ m0θ) exp
(
−
(
ψ − ψm
δψ

)2
)

Bs (7)

其中 A 是振幅，ψ 是磁通，ψm 是平衡位形 q = 2 面的磁通 (安全因子 q 的分布由
平衡态决定)，δψ 是特征宽度，Bs 是初始平衡态磁场，n0 是初始扰动的环向周期
数，m0 是初始扰动的极向周期数。
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边界条件

边界条件只施加在扰动量 w̃ 上。由于我们考虑的是撕裂内模问题，扰动量在边界处
应当充分小，或者说，边界效应需要充分小。因此，我们采用的边界条件是：
在区域边界处，所有扰动量 w̃ =

(
ρ̃, ũ, B̃, p̃

)T
都固定为 0 (Dirichlet 边界条件)。
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空间离散 I

采用混合有限差分-Fourier 伪谱法。在 φ 方向使用 Fourier 伪谱法，在 rOz 平面上，
为避免使用极坐标时圆心奇异，把 rOz 平面上的区域 D 嵌入方形区域
[R0 − a0,R0 + a0]× [−a0, a0] 离散。

ri = R0 − a0 + (i − 1

2
)∆r, ∆r = 2a0

Nr
(8)

zj = −a0 + (j − 1

2
)∆z, ∆z =

2a0
Nz

(9)

φk = k∆φ, ∆φ =
2π

Nφ
(10)
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空间离散 II

将方程组 (4) 等价地简记为如下几个方程组的耦合：
∂Ũ
∂t + J(r)(w)∂w̃

∂r + 1
r J(φ) ∂w̃

∂φ + J(z)(w)∂w̃
∂z + S(w̃,ws,∇ws) = µ∆w̃

∂B̃
∂t +∇× Ẽ = 0

J̃ = ∇× B̃
Ẽ = B̃ × us + B × ũ + ηJ̃

(11)
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流体离散 I

对方程组 (11) 中的第一个方程中的 J(r) ∂w̃
∂r + J(z) ∂w̃

∂z ，使用 3 阶 Lax-Friedrichs 离散：

∂

∂xu−i =
1

∆x

(
1

6
ui−2 − ui−1 +

1

2
ui +

1

3
ui+1

)
(12)

∂

∂xu+i =
1

∆x

(
−1

3
ui−1 −

1

2
ui + ui+1 −

1

6
ui+2

)
(13)

H̃
(
∂

∂rw−,
∂

∂rw+,
∂

∂zw−,
∂

∂zw+

)
=H

(
∂
∂rw− + ∂

∂rw+

2
,

∂
∂zw− + ∂

∂zw+

2

)

+
α
(
∂
∂rw− − ∂

∂rw+
)

2
+
β
(

∂
∂zw− + ∂

∂zw+
)

2

(14)
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流体离散 II

其中 α = max
1⩽l⩽8,wi,j,k

∣∣∣λ(r)l

∣∣∣, β = max
1⩽l⩽8,wi,j,k

∣∣∣λ(z)l

∣∣∣.
对方程组 (11) 中的二阶导数，采用 4 阶中心差分格式：

∂2

∂x2 ui =
−ui−2 + 16ui−1 − 30ui + 16ui+1 − ui+2

12∆x2 (15)
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Fourier 伪谱法

对于方程组 (11) 中的环向导数 ∂
∂φw̃ 部分，使用 Fourier 伪谱法进行离散：

设 f 为 2π 周期的函数，其 Nφ 点的 Fourier 系数为 f̂k,
k = −Nφ

2 + 1, · · · , Nφ

2 − 1,
Nφ

2 ，那么：

1. f′ 的 Nφ 点的 Fourier 系数为 f̂′k = ik̂fk, k = −Nφ

2 + 1, · · · , Nφ

2 − 1；f̂′ Nφ
2

= 0.

2. f′′ 的 Nφ 点的 Fourier 系数为 f̂′′k = −k2̂fk, k = −Nφ

2 + 1, · · · , Nφ

2 − 1,
Nφ

2 .
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磁场离散

对于方程组 (11) 中的第二、三个方程，我们在 r 方向和 z 方向都采用 4 阶中心差分
格式：

∂

∂xui =
ui−2 − 8ui−1 + 8ui+1 − ui+2

12∆x (16)

在计算形如 1
r
∂
∂r (rf) 的项时，应代入 ui = rifi 进行计算。这样，磁场扰动量 B̃ 在点

(ri, φk, zj) 处的数值时间导数为：

∂

∂t

 B̃r
B̃φ

B̃z


(ri,φk,zj)

=


Dz,4Ẽφ,(i,k,j) − 1

ri
DφẼz,(i,k,j)

Dr,4Ẽz,(i,k,j) −Dz,4Ẽr,(i,k,j)
1
ri
DφẼr,(i,k,j) − 1

ri
Dr,4

(
rẼφ

)
(i,k,j)

 (17)

当对格点函数 F 取数值散度的算子为

∇̃ · F(ri,φk,zj) =
1

ri
Dr,4 (rFr)(ri,φk,zj)

+
1

ri
DφFφ,(ri,φk,zj) +Dz,4Fz,(ri,φk,zj) (18)

时，上述半离散格式满足 ∇̃ · ∂
∂tB̃ = 0.
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时间离散

时间离散采用标准的 4 阶 Runge Kutta 方法：

u(1) = un +
1

2
∆tL (un) t(1) = tn +

1

2
∆t

u(2) = un +
1

2
∆tL

(
u(1)
)

t(2) = tn +
1

2
∆t

u(3) = un +∆tL
(

u(2)
)

t(3) = tn +∆t

un+1 =
1

3
u(1) + 2

3
u(2) + 1

3
u(3) − 1

3
un +

1

6
∆tL

(
u(3)
)

tn+1 = tn +∆t

(19)

∆t = CFL
α
∆r +

β
∆z +

ξ
∆r2 + ξ

∆z2
(20)

α = max
1⩽l⩽8,wi,j,k

|λl(r)|, β = max
1⩽l⩽8,wi,j,k

∣∣∣λ(z)l

∣∣∣，ξ = max {D, ν, η, κ}，CFL ∈ (0, 1.6].

易验证，我们的全离散格式保持磁场散度不变。
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数值初值与边界

数值初值
平衡态初值由中科院等离子体所提供，在 (ψ, θ) 的磁面坐标下 (环向对称)。使用
qshep2d 算法插值到计算网格。

数值边界
我们将 rOz 平面上的格点分为 3 类：
▶ 外部点：在截面外
▶ 内部点：其 4 阶中心差分模板均在截面内1

▶ 边界点：其余
边界处理方法：直接将边界点的扰动量置 0，边界点处的电流 J 采用偏心模板计算。

1模板内陷，由于压强在边界近似线性降低到接近 0
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计算加速

使用 Fortran 95 编写程序。

并行加速
在 rOz 截面采用笛卡尔拓扑划分并行区域：设 rOz 网格规模 Nr × Nz，在 r 方向分
配 Np,r 个进程，z 方向分配 Np,z 个进程时，总进程数为 Np = Np,r ×Np,z，各进程的
内部网格大小为 ⌈ Nr

Np,r
⌉ × ⌈ Nz

Np,z
⌉ (位于 r 方向和 z 方向的最后一个进程单独调整)，并

在 r 和 z 方向的每个边界带有 2 层虚拟网格用于数据交换。

数学库
使用 Intel MKL 商业数值库中的 Dfti 子例程加速实现 Fourier 伪谱法中的 FFT 过程。
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参数设置

计算参数
▶ 网格数：Nr = Nz = 256，Nφ = 16

▶ 耗散系数：D = ν = κ = 10−8

▶ 电阻系数：η = 10−4.75, 10−5, 10−5.25, 10−5.5

▶ 初始扰动参数：(m, n) = (2, 1), (1, 1)
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初始极向双周期扰动结果 I
T = 7000, (m, n) = (2, 1), η = 10−5

(a) ũr (b) ũφ (c) ũz
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初始极向双周期扰动结果 II
T = 7000, (m, n) = (2, 1), η = 10−5

(d) B̃r (e) B̃φ (f) B̃z
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初始极向双周期扰动结果 III
T = 7000, (m, n) = (2, 1), η = 10−5

(g) J̃r (h) J̃φ (i) J̃z
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初始极向双周期扰动结果 IV
T = 7000, (m, n) = (2, 1), η = 10−5

(j) Ẽr (k) Ẽφ (l) Ẽz
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初始极向双周期扰动结果 V
T = 7000, (m, n) = (2, 1), η = 10−5

(m) ρ̃ (n) p̃ (o) ∇ · B̃
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初始极向单周期扰动结果 I
T = 17020, (m, n) = (1, 1), η = 10−5

(a) ũr (b) ũφ (c) ũz
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初始极向单周期扰动结果 II
T = 17020, (m, n) = (1, 1), η = 10−5

(d) B̃r (e) B̃φ (f) B̃z
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初始极向单周期扰动结果 III
T = 17020, (m, n) = (1, 1), η = 10−5

(g) J̃r (h) J̃φ (i) J̃z
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初始极向单周期扰动结果 IV
T = 17020, (m, n) = (1, 1), η = 10−5

(j) Ẽr (k) Ẽφ (l) Ẽz
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初始极向单周期扰动结果 V
T = 17020, (m, n) = (1, 1), η = 10−5

(m) ρ̃ (n) p̃ (o) ∇ · B̃

研究背景 核聚变中的平衡态演化问题 数值方法与实现 计算结果 总结展望 参考文献 大学生研究计划结题答辩 吴越 41/57



扰动动能曲线
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(a) (m, n) = (2, 1),
η = 10−4.75, 10−5, 10−5.25, 10−5.5
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(b) (m, n) = (1, 1), η = 10−5
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动能对数增长率拟合

电阻 η 选用时间 拟合 log10 γ
10−4.75 T ∈ [1500, 2000] −2.911737223516729
10−5.00 T ∈ [2000, 3000] −3.041737304475744
10−5.25 T ∈ [3000, 4000] −3.191693315601624
10−5.50 T ∈ [4000, 5000] −3.353982947563726

-5.5 -5.4 -5.3 -5.2 -5.1 -5 -4.9 -4.8

log10(eta)

-3.35

-3.3

-3.25

-3.2

-3.15

-3.1

-3.05

-3

-2.95

-2.9

lo
g1

0(
ga

m
m

a)

log10(gamma) vs. log10(eta)
fitting result

f(x) = p1*x + p2
p1 = 0.5907 (0.5023, 0.679)
p2 = -0.09757 (-0.5511, 0.3559)
SSE: 0.0002636
R-square: 0.9976
Adjusted R-square: 0.9964
RMSE: 0.01148

拟合斜率 0.5907
理论斜率 0.6
相对误差 1.55%
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动能对数增长率对比
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a)

log10(gamma) vs. log10(eta)
fitting result

f(x) = p1*x + p2
p1 = 0.5907 (0.5023, 0.679)
p2 = -0.09757 (-0.5511, 0.3559)
SSE: 0.0002636
R-square: 0.9976
Adjusted R-square: 0.9964
RMSE: 0.01148

(a) 我们的结果 (0.5907) (b) CLT 及 M3D-C1 的结果 (0.601, 0.58)
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显示饱和阶段
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(a) 我们的结果 (b) CLT 及 M3D-C1 的结果
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模结构对比 (按 Ẽφ)
线性阶段

(a) 本研究 (线性阶段) (b) CLT(线性阶段) (c) M3D-C1(线性阶段)
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模结构对比 (按 Ẽφ)
饱和阶段

(a) 本研究 (饱和阶段) (b) CLT(饱和阶段) (c) M3D-C1(饱和阶段)
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总结展望

取得了一定的成功
▶ 格式保磁场散度
▶ 模拟“非线性阶段—线性阶

段—饱和阶段”趋势
▶ 拟合线性阶段动能对数增长

率与电阻的关系
▶ 模态与初始扰动无关
▶ 物理图像与现有代码接近

存在的问题
▶ 边界处理粗糙，不持支其他边界条件
▶ 方程组和格式不守恒
▶ 不支持间断解 (激波)

进一步提升
▶ 使用守恒型方程、守恒的格式
▶ 使用 GLM-MHD 或者 CT 消除散度
▶ 使用保正格式
▶ 更多边界处理
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